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PREFACIO

Esta obra trata de dois fundamentos da Ciéncia da Computa-
¢do: A Logica Matematica e a Algebra Superior. Ambas supor-
tam o desenvolvimento da Computagdo das ultimas décadas e se
tornam, assim, obrigatorias a perfeita compreensdo dos conteu-
dos especificos dessa ciéncia e a pesquisa académica nessa area.

Ao estudar a Logica Matematica, além do Calculo Proposi-
cional e do Calculo de Quantificadores, estudamos também as
regras de raciocinio.

A Teoria dos Conjuntos decorre como consequéncia natural
da Logica Matematica, em particular do Calculo Proposicional e
do Calculo de Quantificadores, € por isso também ¢ tratada nesta
obra.

Como op¢ao ao processo de simplificagdo de formulas do
Célculo Proposicional, realizado em um primeiro momento pela
aplicag@o de equivaléncias logicas, apresentamos os Diagramas
de Karnaugh, que sistematizam este processo.

Ao tratar da Algebra Superior, estudamos os monoides, gru-
pos, anéis e corpos, ou de forma geral, as diversas estruturas al-
gébricas, entre elas a algebra Booleana, em particular, a algebra
minima ou algebra dos computadores, a famosa algebra dos ze-
ros € uns.



No primeiro capitulo deste livro apresentaremos o Calculo
Proposicional: Operac¢des com fungdo de verdade, arvore de de-
composi¢do de formulas, tabelas de verdade, tautologias, contra-
di¢des e contingéncias, arvore de refutacdo, equivaléncia logica
e consequéncia logica e parénteses. Este capitulo destina-se a
familiariza¢ao com as operacdes logicas, aqui chamadas de ope-
ragdes com funcdo de verdade, ao estudo da veracidade de uma
formula e a comparacao entre formulas.

No segundo capitulo estudaremos inicialmente dois procedi-
mentos, fundamentados no primeiro capitulo, denominados cons-
trugdo de formulas, tal que a partir do comportamento de uma
formula podemos encontrar a sua expressdo. Neste capitulo estu-
daremos também as formas normais de uma féormula, conjuntiva
e disjuntiva, contetdo de grande importancia na programagio de
computadores e no estudo de circuitos eletroeletronicos, quando
a esséncia ¢ a modelagem de situagdes problema a partir do seu
comportamento. Ressaltamos que uma formula deve, sempre que
possivel, ser simplificadas, para o que utilizamos primeiramente
as equivaléncias logicas estudadas no primeiro capitulo e poste-
riormente, finalizando este capitulo, estudaremos a simplificagao
através dos diagramas de Karnaugh, um procedimento grafico
embasado nas equivaléncias logicas.



O terceiro capitulo se dedica ao estudo das regras do raciocinio.
Estudaremos as Regras de Inferéncia ou Regras de Deducao, que nos
permitem realizar demonstragdes, ou seja, tirar conclusodes a partir
de certas suposi¢des, neste momento no Calculo Proposicional.

Ampliando a nossa capacidade de raciocinio, no quarto capitulo
estudaremos o Célculo de Quantificadores, quando comecaremos a
trabalhar com outros tipos de expressoes, aquelas que nos dao ideia
de quantidade, para as quais outras regras de raciocinio sdo necessa-
rias além daquelas estudadas para o Calculo Proposicional.

No quinto capitulo apresentaremos uma introducao a Teoria
dos Conjuntos, quando o leitor percebera que esta teoria ja lhe é
familiar, isto €, conhecimentos adquiridos no Calculo Proposi-
cional sdo retomados com uma nova linguagem.

No capitulo seis apresentaremos a Algebra Superior e Algebra
Booleana, quando, mais uma vez, o leitor percebera a sua ja familia-
ridade a este ultimo contetido, conforme ocorreu com a Teoria dos
Conjuntos, mas para tanto, muitos conceitos da Algebra Superior
devem preceder a apresentagio da Algebra Booleana.

No final de cada capitulo sdo propostos exercicios que viabiliza-
rdo a apropriacdo dos conteudos estudados, e para que isso aconteca
de forma plena, esses exercicios estdo apresentados na mesma se-
quéncia do desenvolvimento dos contetidos. Assim, devem ser re-
solvidos paralelamente ao estudo dos conceitos apresentados.

Para os futuros Matematicos, em particular para os apaixo-
nados por Logica Matematica, e em especial pelo célculo com
proposigdes, sugerimos a leitura do artigo “Uma axiomatiza¢ao
para o célculo proposicional”, apds a leitura deste livro.

Terminamos esta apresentacdo afirmando que, embora esta
obra possa ser recomendada como bibliografia basica em algu-
mas disciplinas dos cursos de Graduagdo aqui citados, o que aqui
apresentaremos se fard presente em muitas outras disciplinas
desses cursos, de forma direta ou indireta, e assim, nessas dis-
ciplinas ou até mesmo em estudos na Pés-Graduagao, ocorrera a
tao desejada interdisciplinaridade com a Matematica.

Esperamos que a leitura seja agradavel e os contetidos de
muito proveito.
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Introducao

Motivado pela escassez de edi¢des recentes de obras que con-
templem satisfatoriamente os conteudos a apresentar, este livro ¢
indicado a vérias disciplinas dos cursos que fazem da computa-
¢do seu meio ou seu fim, além das habilitagdes em Matematica.

Consideramos como eixo norteador desta obra os Exames
Nacionais de Desempenho dos Estudantes de cursos da drea das
Ciéncias Exatas e as Diretrizes Curriculares Nacionais para os
cursos de Graduagdo em Computagdo, que tratam dos cursos
de Bacharelado em Ciéncia da Computagdo, em Engenharia de
Computagdo, em Engenharia de Software e em Sistemas de In-
formacao.

Essas diretrizes, quanto aos contetidos curriculares de forma-
¢do bésica, indicam a matemadtica do continuo (calculo, algebra
linear, equagdes diferenciais, geometria analitica, matematica
aplicada - séries, transformadas e calculo numérico), para a qual
muitas obras recentemente editadas foram dedicadas, além de
teoria dos grafos, probabilidade e estatistica e pesquisa operacio-
nal e otimizagdo, cujo estudo deve ser antecedido por conceitos
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da matematica do continuo e para os quais também muitas obras
foram recentemente editadas.

Além desses, essas mesmas diretrizes indicam a Analise
Combinatoria ¢ a Matematica Discreta, também contemplados
em publicagdes recentes. Estudaremos a Logica Matematica e as
Estruturas Algébricas, também indicadas nessas diretrizes, para
os quais infelizmente temos poucas publica¢des recentes.

A escolha desses dois contetudos se deve, além do motivo aci-
ma apresentado, pela analogia existente entre a Logica Matema-
tica e a Algebra Booleana, uma estrutura algébrica fundamental
a computacdo eletronica. Também por esse motivo apresentare-
mos a Teoria dos Conjuntos, contetdo indispensavel no estudo
de conceitos especificos da Ciéncia da Computacdo, como de
Banco de Dados. Esses contetidos, como todos os demais da area
da Matematica, podem ser estudados sob diferentes niveis de
complexidade, e assim nos utilizamos dos Exames Nacionais de
Desempenho dos Estudantes para realizar a dosimetria na abor-
dagem presente nesta obra.

Embora idealizada tendo como eixo norteador os programas
dos cursos de Graduagao ja citados, esta obra pode ser util tam-
bém a alunos de alguns cursos do Ensino Médio Técnico. De
fato, conhecimentos basicos sobre Logica Matematica sdo indis-
pensaveis a todos, pois dela fazem parte as regras do raciocinio,
a quais, mesmo em situagdes cotidianas, sdo muitas vezes aplica-
das de forma incorreta.

Convivemos com as famosas placas “ndo jogue lixo e entulho
neste local”. Observem que ¢ solicitado ndo jogar lixo E entulho,
ou seja, € proibido descartar esses dois materiais no local. Mas
descartar apenas um deles, de acordo com a placa, seria permiti-
do. O correto € escrever “nao jogue lixo e ndo jogue entulho” ou
“ndo jogue lixo ou entulho”. Existem quatro possibilidades para
o descarte de lixo e de entulho em um determinado local:

1: jogar lixo e jogar entulho;

2: jogar lixo e ndo jogar entulho;

3: ndo jogar lixo e jogar entulho;

4: ndo jogar lixo e ndo jogar entulho.
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O que se deseja com a colocag@o da famosa placa ¢ a quarta
possibilidade, mas ela proibe apenas a pratica da primeira. A pla-
ca, portanto, permite o descarte de apenas um desses materiais, o
que nao ¢ desejado. Por outro lado, jogar lixo ou entulho cobre as
trés primeiras possibilidades e, portanto, quando se proibe jogar
lixo ou entulho expressa-se o que de fato se deseja.

Outra expressao que muitas vezes ndo apresenta o que de fato
se deseja impor € “ndo entre sem terno e gravata”. Ela tem a mes-
ma estrutura da expressdo do exemplo anterior, e portanto, ndo
proibe a entrada de uma pessoa que nao usa terno, desde que ela
esteja com gravata, como também nao proibe a entrada de uma
pessoa sem gravata, desde que ela esteja trajando terno. A grafia
correta € “ndo entre sem terno ou gravata”. O mesmo acontece no
rotulo de alguns produtos, os quais embora de excelente qualida-
de, pecam na redagao ao apresentar a informagdo “sem adigdo de
agUcares e conservantes”.

Nos trés exemplos mencionados, embora a grafia esteja in-
correta, normalmente o recado ¢ compreendido. Em outras si-
tuacdes, porém, a conclusdo a que chegamos esta equivocada.
Como ¢ verdade que, se alguém entra na piscina, entdo se molha,
muitos concluem que se ndo entrar na piscina, entdo ficara seco.
Ou ainda, estando molhado, conclui-se que entrou na piscina. No
entanto, estas duas conclusdes podem ndo ser verdadeiras, pois
podemos nos molhar de outras formas, como por exemplo, em
uma ducha.

As situacdes aqui descritas, quando mal compreendidas, po-
dem, no maximo, provocar pequenas discussdes, mas a troca de
“e” por “ou”, ou vice-versa, na pratica de programadores, de cien-
tistas ou de engenheiros pode provocar desastres ou prejuizos.
Por isso o estudo das regras do raciocinio na Logica Matematica,
tanto no Calculo Proposicional como no Calculo de Quantifica-
dores, viabilizardo a correta compreensao do enunciado dos mais
diversos problemas profissionais ou académicos, além de com-
preender e concluir corretamente em situagdes simples como as
anteriormente apresentadas.
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Atualmente, sem exce¢ao, de todas as areas emergem proble-
mas cuja solugdo exige a parceria da Computacdo. No entanto, a
modelagem destes podem nos conduzir a situagdes complexas, e
entdo a simplificacdo destas colaborara para a desejada eficién-
cia. Para tanto, ¢ essencial a devida fundamentagao teorica, pois
sem ela, por exemplo, € possivel programar, mas nao ¢ possivel
estudar a sua eficiéncia, a diferenga essencial entre um programa-
dor e um bom programador.

Assim, este texto foi elaborado para os estudantes e docentes
que ndo se contentam apenas com as aplicac¢des, considerando
essencial a fundamentagdo tedrica para a completa compreensao
e apropriagdo do conteudo. Aos nossos leitores, porém, pedimos
paciéncia, pois a aplicagdo de muitos contetudos estudados neste
livro ocorrera em outros momentos da vida académica ou mesmo
na profissional dos que agora nos ddo o prazer da leitura.

Encerrando esta introdugao, esclarecemos que nesta obra ndo
nos preocuparemos com contextualizagdes, e desta forma o nos-
so estudo se realizard através de formulas, sem nos preocupar-
mos com o significado delas. Assim, conforme o que neste texto
estudaremos, um raciocinio do tipo “se eu for ao baile entdo serei
aprovado em Logica Matematica e como fui ao baile posso con-
cluir que serei aprovado em Logica Matematica” ¢ matematica-
mente valido, correto, no entanto bem sabemos que ir ao baile
ndo tem a ver com a aprovagdo nessa disciplina. Na verdade, a
Logica Matematica ndo pode de fato preocupar-se com as con-
textualizagdes, pois, se também esse fosse seu objeto de estudo,
como ela ¢ aplicada em raciocinios que permeiam todas as Cién-
cias, o estudante da Logica Matematica deveria ser conhecedor
de todas as Ciéncias.



Calculo proposicional

2.1 Os operandos do Calculo Proposicional

Definicdo: Chamamos de valor verdade os estados de qual-
quer situagdo bi-estavel.

Exemplo: Quente e frio, aceso e apagado, verdadeiro e falso,
entre outros.

Trabalharemos sempre com os valores verdade verdadeiro,
geralmente indicado por V ou por 1, e falso, geralmente indicado
por F ou por 0, salvo mengéo contraria.

Definicdo: Proposi¢do (no Calculo Proposicional) ¢ toda ex-
pressdo sobre a qual faz sentido estabelecer o seu valor verdade,
ou seja, ¢ qualquer expressdo na qual se tenha sentido afirmar se
seu conteudo ¢ verdadeiro ou falso.

Exemplo: Sdo proposicdes:

“A neve ¢ branca”
“3 € um nimero par”
“f > 57
“2>1".
Nao serdo consideradas proposi¢des expressdes do tipo:
“Amanha vai chover”
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“Os Estados Unidos ganhardo a guerra contra o terrorismo”
“Vou ser aprovado em Logica”.

Para representar uma proposi¢ao, usaremos as letras minuscu-
las p, q, r, acompanhadas ou nao de indices inferiores que perten-
¢am ao conjunto dos nimeros inteiros ndo negativos (Z,).

Exemplo: Dada a proposi¢ao “2 é menor que 3”, podemos
representa-la por p, ou p, (Ié-se p zero), ou p, (I€-se p um), ou
mais genericamente, por qualquer p ou g ou r ou ainda por p, ou
qouremqueieZ,.

Notagdo: p: 2 ¢ menor que 3 significard p representando a
proposi¢do “2 € menor que 3”, e a notagdo ¢ analoga para outras
representagoes.

Defini¢ao: Se p ¢ uma proposicao que assume o valor verdade
verdadeiro, dizemos que o valor logico da proposicdo p € verda-
deiro, o que indicamos por vil(p) = V. Analogamente, se p ¢ uma
proposicéo que assume o valor verdade falso, dizemos que o va-
lor Iégico da proposigao p ¢ falso, o que indicamos por vi(p) =F. E
importante observar que dada uma certa proposicdo, ela assume
um dos dois valores, verdadeiro (V), ou falso (F), nunca ambos
simultaneamente, € ndo existe um terceiro valor.

2.1.1 Operacdes com funciio de verdade

Defini¢ao: Dizemos que uma operagdo € com fungdo de ver-
dade se o valor logico (verdadeiro ou falso) da proposigdo re-
sultante ¢ determinado pelos valores l6gicos das proposigoes a
partir das quais esta foi construida.

2.1.1.1 Operagdo negagdo

E uma operagdo unitaria, isto é, que opera uma proposico e for-
nece como resultado uma segunda proposicio. E o exemplo mais
simples de uma operacdo com fungdo de verdade. Se p ¢ uma pro-
posicdo, indicaremos a negacao de p por - p, ou por ~ p, ou ainda
porp’.

Exemplo: Se p representa a proposicao “a neve ¢ branca”,
denotamos por:

p: a neve ¢é branca.
Dai - p representa a proposi¢o “a neve no € branca”, e denotamos:
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- p: a neve nao € branca.
Note que se vl(p) =V, entdo vI(- p) = F, e se vl(p) = F, entdo
vi(-p) = V.
Podemos descrever uma tabela que resuma como se comporta
a operagdo com fung¢do de verdade chamada nega¢do. Para tanto
seja p uma proposicao qualquer:

p -pb
v F
F v

A tabela acima nos diz que se vl(p) =V, entdo vi(- p) =F, e
que se vl(p) =F, entdo vl(- p) = V.
Observe ainda que vl(- - p) = vl(p).

2.1.1.2 Operagdo conjungdo

E uma operacio bindria, isto é, que opera duas proposi¢des e
fornece como resultado uma terceira proposi¢do. Essa operacao
com fungdo de verdade, chamada conjun¢do, evidencia o uso da
palavra “e” na linguagem usual e serd denotada pelo simbolo A,
ou -, ou ainda &. Assim, se p € q sdo duas proposigoes, diremos
que p A g representa a conjuncao de p com q, e [é-se p e q.

E fécil se convencer de que o valor 16gico da proposicdo p A q é
verdadeiro somente quando ambos os valores 16gicos de p e de
q forem também verdadeiros. Assim analisaremos o valor l6gico
de p A q de acordo com os valores verdade (V ou F) que sdo atri-
buidos a p e q, conforme a tabela abaixo:

mimi<| <o
mi<|m|<|e

|| < >

Note que s6 quando vl(p) = vl(q) =V, temos vl(p A q) =V, nos
demais casos vl(p A q) =F.
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Na conjungdo p A g, p € q recebem o nome de conjuntivos.

2.1.1.3 Operacao disjungdo

Essa operacdo com fun¢ao de verdade ¢ representada pelo uso
da palavra “ou”.

Existem dois tipos de disjungao:

Operacao disjuncao inclusiva: Essa operacdo com funcao
de verdade, chamada disjun¢do inclusiva, representa o uso da
palavra “ou” e serd representada pelo simbolo v, ou +. Sejam, p
representando a proposi¢ao “Jodo ¢ muito esperto” e q represen-
tando a proposi¢do “Jodo ¢ muito sortudo”. A utilizagdo de “p v q”
resulta na proposi¢ao:

“Jodo € muito esperto ou Jodo € muito sortudo”.

Nesta frase vemos que nada impede que Jodo seja esperto e
sortudo, isto €, ndo se exclui a possibilidade de Jodo ser tanto es-
perto como sortudo, ou ainda podemos dizer que o uso de “p ou
q” no sentido inclusivo faz com que a situacdo se prevaleca para
p, ou para q, ou para ambos p € q.

Operacao disjuncdo exclusiva: Essa operacdo com funcao
de verdade, chamada disjun¢do exclusiva, também representa o
uso da palavra “ou” e sera representada pelo simbolo “xv”. Se-
jam, p representando a proposicao “Jodo vai passar esta tarde no
clube” e q representando a proposi¢do “Jodo vai estudar em casa
esta tarde”. A utilizacdo de “p xv q” resulta na proposicao:

“Jodo vai passar esta tarde no clube ou Jodo vai estudar em
casa esta tarde”.

E evidente que ndo se tem o caso em que Jodo vai passar esta
tarde no clube e Jodo vai estudar em casa esta tarde, a0 mesmo
tempo. Isto € o que caracteriza o uso de “ou” no sentido exclusivo,
isto €, vale para p, ou vale para g, mas ndo ¢ valido para ambos.

Pelo exposto temos que p Vv q representara “p ou q ou ambos”
e sua tabela sera dada por:

< <o
ml<|m| < e
<< <<
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Note que vl(p v q) = F somente quando vl(p) = vl(q) = F. Nos
demais casos vli(p v q) = V.

Agora, p XV q representard “somente p ou somente q” € sua
tabela sera dada por:

p q pxvg
v % F
v F v
F v v
F F F

Note que vI(p xv q) = F somente quando vI(p) = vl(q). Nos
demais casos vi(p xv q) = V.

Na disjunc¢do (inclusiva e exclusiva), p e q sdo chamados de
disjuntivos.

Quando cita-se simplesmente disjunc¢do, devemos considerar
a disjuncdo inclusiva.

2.1.1.4 Operagdo condicional

E muito comum em matematica usarmos a expressio “‘se ---
entdo ---”, e aqui vamos entdo analisar o que acontece com a
operacao com funcdo de verdade correspondente. Isto €, sendo p
e q proposicdes, analisaremos o que acontece com “se p entdo q”.
Usaremos o simbolo — para representar esta operagao, que rece-
be o nome de condicional, e dai “se p entdo q” sera representado
por p — q, em que p ¢ chamado de antecedente da condicional e
q de consequente da condicional.

Para facilitar a compreensdo faremos a analise através de um
exemplo. Sejam, p representando a proposi¢do “Jodo saiu na
chuva” e q representando a proposigdo “Jodo se molhou”. A pro-
posicao resultante sera:

“Se Jodo saiu na chuva entdo Jodo se molhou”.

E evidente que se o antecedente da condicional for verdadei-
ro e o consequente da condicional for falso, a proposicdo toda
sera falsa. Voltando ao exemplo acima teriamos: “Se Jodo saiu
na chuva entdo Joao ndo se molhou” (esquega a hipotese de Jodo
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ter levado um guarda-chuva ou uma capa!), que ¢ uma frase fal-
sa. Observe que nos demais casos, a proposi¢ao resultante sera
verdadeira (quando Jodo ndo sai na chuva ele pode se molhar por
outro motivo!).

A tabela que representa a condicional ¢ dada por:

p q P—>9q
A% VvV A%
\% F F
F \% A%
F F A%

O vl(p — q) = F somente quando vl(p) =V e vl(q) = F, nos
demais casos vl(p —> q) = V.

Observe que a operagdo condicional ndo goza de comutativi-
dade, isto €, p —> q nem sempre produz o mesmo resultado que
q — p, ao contrario da conjun¢do, da disjuncdo inclusiva e da
disjuncao exclusiva.

Considerando uma institui¢do escolar na qual a média para
aprovacao € sete, outro exemplo para esta operagdo € “se o aluno
foi aprovado entdo a média foi maior ou igual a sete”. Com certe-
za o caso da aprovagdo ser verdadeira com média maior ou igual
a 7 falso, contrariaria o regimento escolar, e o caso da aprovacdo
ser falsa com média maior ou igual a 7 verdadeiro ndo ¢ estra-
nho, pois a aprovacdo nido depende apenas da média. Observe
neste exemplo que aprovacao e média maior ou igual a sete nao
sdo situagdes equivalentes, na verdade a aprovagdo implica em
média maior ou igual a sete, mas o contrario ndo ¢ verdadeiro,
ou seja, média maior ou igual a sete ndo implica na aprovagao.
Esse conceito de implicacdo sera aprofundado com mais detalhes
posteriormente.

Nos dois exemplos anteriores existe uma relagdo entre o an-
tecedente da condicional e o consequente da condicional, mas
isso nem sempre acontece. De agora em diante o simbolo — sera
usado para representar a implicacdo material, isto €, se preocu-
para unicamente com os valores verdade atribuidos, e ndo com a
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possivel relagdo que exista entre o antecedente da condicional e
o consequente da condicional.
Outras expressoes, que também representam a operagao con-

dicional p — q na linguagem usual sdo:

Tendo-se p entdo q;

Quando p entdo q;

Sempre que p, q;

g sempre que se tenha p;

p € condicao suficiente para q;

q ¢ condi¢@o necessaria para p;

q se p, entre outras.

2.1.1.5 Operagdo bicondicional

Em matematica, o uso da bicondicional ¢ evidenciado pela
expressdo “--- se e somente se ---”. A operacdo com func¢do de
verdade correspondente, chamada bicondicional, sera por nos re-
presentada pelo simbolo <>, ou seja, “p se e somente se q” serd
representada por p <> q.

Sejam, p representando a proposicdo “o gelo derrete” e q re-
presentando a proposi¢@o “estar exposto a temperatura acima de
0°C”. Neste caso p <> q torna-se:

“O gelo derrete se e somente se esta exposto a temperatura
acima de 0°C”.

Convenhamos que seria muito estranho se tivéssemos que o
gelo esta derretendo e, ao checarmos a temperatura, verificas-
semos que ¢ falso que ela estd acima de 0°C ou ainda, se com a
falsidade da temperatura acima de 0° C verificassemos que o gelo
derrete, concordando com a tabela da operagdo bicondicional:

p q peq
v v v
% F F
F v F
F F v

Como se observa vl(p <> q) =V sempre que vl(p) = vl(q).
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O que deve ser observado ¢ que temos dois caminhos que
devem ser satisfeitos, a saber:

Da esquerda para a direita (—):

“Se o gelo derrete entdo esta exposto a temperatura acima
de 0°C”, (p — q).

Da direita para a esquerda («—):

“Se esta exposto a temperatura acima de 0° C entdo o gelo
derrete”, (q — p).

A conjungdo desses dois caminhos caracteriza a bicondicio-
nal. Portanto p <> q representa “p — q e q — p”, ouseja, p <> q
€ o mesmo que (p = q) A (qQ = p).

Assim, em vez de apresentarmos a tabela dessa operacao,
como fizemos anteriormente, podemos construir a sua tabela:

Coluna 1l | Coluna2 | Coluna3 | Coluna 4 Coluna 5
p q rP—>9 | @2p) [P2>DAQ—>p)
A% \% A% A% A%
v F F A" F
F A% \% F F
F F v v v

Vamos explicar a construgao desta tabela.

As colunas 1 e 2 foram formadas analisando-se todas as pos-
sibilidades existentes de se atribuir os valores V e F simultanea-
mente a p e q. A coluna 3 foi obtida aplicando-se a tabela da ope-
ra¢do condicional as colunas 1 e 2, nesta ordem. A coluna 4 foi
obtida aplicando-se a tabela da operagdo condicional as colunas
2 e 1, nesta ordem. Finalmente, obtivemos a coluna 5 aplicando-
-se a tabela da operacdo conjuncao as colunas 3 ¢ 4.

Outras expressdes, que também representam a operacao bi-
condicional p <> q na linguagem usual sdo:

pseesoseq;

p equivale a q;

p € condicdo necessaria e suficiente para q, entre outras.

Até aqui, introduzimos 6 operagdes com funcgdes de verdade e
as representamos por simbolos:

S A, V, XV, = € .
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Para facilitar a linguagem, esses simbolos serdo chamados de
conectivos.

Quando temos apenas uma proposi¢do, digamos p, sabemos
que ela pode possuir o valor 16gico verdadeiro ou falso, € assim
uma tabela para uma tinica proposi¢@o possui apenas duas linhas
de valores verdade:

p
v
F

Agora, quando temos duas proposi¢des, digamos p e q, exis-
tem quatro possibilidades diferentes de atribuirmos os valores
verdade verdadeiro ou falso a estas duas proposi¢des, simulta-
neamente consideradas. Assim, uma tabela para duas proposi-
¢oes possui quatro linhas de valores l6gicos:

p
v
A%
F
F

m< || < |

Nada, porém, impede que uma proposi¢ao seja constituida
por varias proposicdes distintas. Entdo quantas possibilidades di-
ferentes existem de atribuirmos os valores verdade verdadeiro ou
falso simultaneamente a n proposigdes?

Observe que para uma proposicao existem duas possibilida-
des distintas (2 = 2!) e para duas proposi¢des existem quatro pos-
sibilidades diferentes (4 = 22).

Uma regra pode ser deduzida disso: para n proposigoes, tere-
mos 2" linhas.

Quando n = 3, isto €, para trés proposi¢des, digamos p, g € T,
temos 2° possibilidades apresentadas na seguinte tabela:
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mimimim<| <l <<
<l <|mmmmmbli<gi<|e
<|m|<|m|ml<|m|<|=

Para a construgdo destas oito possibilidades tomamos as pri-
meiras quatro linhas, ou seja, a metade do total, e atribuimos o
valor verdade verdadeiro & primeira proposi¢do, no caso p € em
seguida construimos as quatro possibilidades diferentes de atri-
buirmos os valores logicos verdadeiro ou falso as outras propo-
sigdes, no caso p e q, simultaneamente consideradas. Finalizan-
do, copiamos as quatro primeiras linhas ja construidas para as
outras quatro linhas da tabela, substituindo V por F e F por V.
Esta mesma regra pode ser utilizada para um nimero maior de
proposigoes.

Outras regras existem para esta mesma finalidade, como por
exemplo, preencher a primeira coluna colocando na primeira
metade das 2" linhas o valor verdade V e na segunda metade o
valor verdade F, e depois repetindo o procedimento nas demais
colunas alternando a colocag@o de V e F em quantidades iguais a
metade das quantidades de V ou F utilizados na coluna anterior,
até preencher a ultima coluna, alternando um V e um F. Nesta
metodologia, com n = 3, isto &, para trés proposicdes, digamos p,
q e 1, temos a seguinte tabela:

<l <|<|=
<< e
<|m|<|=
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|| <
mim|<|< |
ml< || <]

Neste livro adotamos a primeira metodologia apresentada.

Na Matematica, quando denotamos um nimero por uma le-
tra, digamos x, esta letra recebe o nome de variavel. Da mesma
forma, no Célculo Proposicional as proposi¢des, representadas
pelas letras minusculas p, g, r, acompanhadas ou ndo de indices
inferiores que pertencam ao conjunto dos niimeros inteiros nao
negativos (Z,), serdo chamadas de varidveis proposicionais (v. p.).

Nosso proximo passo € saber identificar, sem ambiguidade,
expressoes construidas com o uso dos conectivos. Por exemplo,
na expressdo p v q A t, sendo vl(p) =V, vl(q) =V e vl(r) = F, po-
demos ter que vl(p v g A1) =V ou vl(p v q A1) =F, dependendo
de qual operacdo com fungdo de verdade executamos primeiro.
Para resolvermos este problema, vamos introduzir o conceito de
formula.

Defini¢ao: Definimos como formula bem formada (fbf), ou
simplesmente formula, qualquer expressdo construida com va-
ridveis proposicionais pela aplicagdo de um ntimero finito de co-
nectivos, satisfazendo:

1) Toda variavel proposicional sozinha ¢ féormula;

2) Se A e B sdo formulas, entdo - A, (A A B), (A v B), (Axv B),
(A > B), (A <> B) também sao féormulas;

3) Somente sao formulas as expressoes que sdo determinadas
por meio das condigdes 1 e 2.

As formulas serdo denotadas por letras maitsculas do alfabe-
to, acompanhadas ou ndo de indices inferiores que pertengam ao
conjunto dos niimeros inteiros ndo negativos (Z,).

Observagdes:
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1) - A ndo € necessariamente uma formula. - A sera uma for-
mula sempre que A o for. Isto € - A ¢ uma formula somente se
especificarmos que A ¢ uma formula.

2) (AAB), (Av B), (AxvB),(A— B)ou (A <> B) ndo sdo
necessariamente formulas. (A A B), (A v B), (A xv B), (A — B)
ou (A <> B) s0 serdo formulas se especificarmos que A e B sdo
formulas.

3) As tabelas das operagdes com fungdo de verdade, negacao
(-), conjung@o (A), disjun¢do (v ou xv), condicional (=), e bi-
condicional («<»), sdo ainda validas se substituirmos as proposi-
¢oes p e q por formulas A e B quaisquer.

Exemplo: Segundo as condi¢des enunciadas p, - p, 1,,, (p v q),
-(p A Q), (r,; > ), ((ry; XV p) <> (p v q)), sdo consideradas for-
mulas, masr,,,pvq,r,, >p,(1,—>p) < (PVvY,-pArg,sVvq,
A, (B v C) ndo sdo consideradas féormulas.

Defini¢io: A ultima operagao que realizamos em uma férmu-
la determina o seu tipo. Assim, sendo A e B formulas quaisquer,
temos cinco tipos de formula:

» Negagdo: as formulas do tipo - A;

* Conjungdo: as formulas do tipo (A A B);

» Disjungao: as formulas do tipo (A v B) ou do tipo (A xv B);

» Condicional: as formulas do tipo (A — B); e

* Bicondicional: as formulas do tipo (A <> B).

2.2 Arvore de decomposicio

E um processo gréfico, tal que dada uma formula A, no qual
determinam-se todas as féormulas que a compdem. Estas formu-
las componentes recebem o nome de subformulas da formula A.
Como no Célculo Proposicional, temos uma operagao unitaria e
as demais binarias. A arvore de decomposi¢do de uma formula é
uma arvore bindria, isto €, na qual cada ramificagdo se divide em
no maximo duas novas ramificagdes. Uma arvore bindria qual-
quer ¢ apresentada a seguir, apenas para familiarizagao.
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No caso de arvores de decomposicdo de formulas do Célculo
Proposicional, o n6 raiz € composto pela formula a ser decomposta,
e os demais nds por suas subformulas. Quando a decomposicéo a
ser realizada se refere a uma operag@o binaria (conjungao, disjuncao,
condicional ou bicondicional) entre duas subférmulas, entdo o nd
¢ decomposto em dois outros nos. E quando a decomposigdo a ser
realizada se refere a operacao negagdo, que € unitaria, entdo o n6 ¢
decomposto em um Unico outro no. A arvore de decomposicao esta
completa somente quando obtemos os nos folhas, que no caso de
formulas do Calculo Proposicional, sdo as variaveis proposicionais,
que também sao consideradas subformulas.

Assim, se A e B s@o formulas, temos as seguintes decompo-
sig0es possiveis:

* Decomposi¢do de uma negagao:
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* Decomposi¢do de uma conjungao:

* Decomposi¢do de uma disjuncio:

* Decomposi¢do de uma condicional:

* Decomposi¢do de uma bicondicional:
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As decomposigdes propostas estdo terminadas somente se as
formulas A e B forem variaveis proposicionais, caso contrario
devem ser continuadas.

Exemplo: Construir a arvore de decomposicao da formula

((pvD)A-(p—>q) o),
e determinar todas as suas subformulas:

((pvDA-(p—>q) 1)

(pvDA-(p—0q)

As subformulas da formula (((p v r) A - (p = q)) <> 1) sdo: p,
q.15(P—=>9,@EVv,-@—>q.(pvr)A-(p—q),eapropria
(pv)A-(p—>q) o).

2.3 Tabela de verdade

Podemos dizer que toda féormula A define uma funcdo de
verdade. Isto ¢, para cada atribuigdo de valores verdade feita as
variaveis proposicionais de A, podemos calcular o valor logico
correspondente a formula A. Este calculo pode ser exposto por
meio de uma tabela chamada tabela de verdade.
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Para se construir a tabela de verdade de uma formula A qual-
quer, devemos seguir os seguintes passos:

1° passo: Construa a arvore de decomposicao da formula A e
determine todas as suas subformulas;

2° passo: Escreva na primeira linha da tabela todas as sub-
formulas de A, comegando com as variaveis proposicionais e,
em seguida, as demais subformulas, sendo que a ultima sera a
propria formula A, obedecendo a regra de que uma subformula é
colocada nesta primeira linha da tabela somente depois que todas
as suas subformulas ja foram colocadas;

3° passo: Complete as colunas das variaveis proposicionais
com todas as possibilidades distintas de atribuirmos os valores
logicos verdadeiro (V) e falso (F) simultaneamente a estas varia-
veis, lembrando que se temos n variaveis proposicionais existem
2" atribuigdes distintas;

4° passo: Complete as demais colunas, na sequéncia em que
vocé escreveu as subformulas, usando as tabelas das operagdes
com fungdo de verdade.

Vamos agora ver em alguns exemplos como se constroi tal
tabela.

Exemplo: Seja A a formula:

(pAq) —>(pVvQ).
Sua arvore de decomposicio é:

(prq@ > (V)

Suas subformulas sao: p,q, (pAq), pv @ e(pArq) — (pVvQq)).
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Sua tabela de verdade é:

P19 ®rg | pva [(PArd—>(PV)
V|V \Y% \Y% \Y%
V| F F \Y% \Y%
F |V F \Y% \Y%
F | F F F %

Exemplo: Construa a tabela de verdade para a féormula:

((pva)—>(qArp).
Sua arvore de decomposicio é:

(-pvg = (G-pArQ)

Suas subfoérmulas sdo: p, q, -p,-q, -pVv q, (-qAp)e
(pva)—>(Gqnap)).
Sua tabela de verdade é¢:

P19 ]-P|-9[Cpvg]|(gap) | (-pvg—>(-qAp))
V|V|F|F \% F F
V|F|F |V F \% \%
F|V|V]|F \% F F
F|F|V]|V \Y% F F
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Exemplo: Construa a tabela de verdade para a féormula:
((pv @) A1)
Sua arvore de decomposi¢ao é:

Suas subformulas sdo: p, q, 1, (pv q) e ((p v q) AT1).
Sua tabela de verdade ¢:

(v | (pvgAarn)
\Ys Y4

<<l <] <o
<|<|m|m|=|ml<|<|e
<|ml<|m||l<||<|m
<l <|Tmmi<|<|<
<|m|=|=|=m|<|

2.4 Tautologia, contradicdo e contingéncia

Defini¢do: Dizemos que uma formula A ¢ fautologia se ela
assume o valor logico verdadeiro (V) para todas as atribuigdes de
valores verdade feitas as suas variaveis proposicionais.

Notagdo: Se A ¢ uma formula e A é uma tautologia, indicare-
mos por FA.
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A partir deste ponto ndo mais construiremos a arvore de de-
composi¢do, apenas determinaremos as subformulas a serem lis-
tadas na primeira linha da tabela de verdade. Aconselhamos ao
leitor que continue a construir essa arvore, até que na determina-
¢do das subformulas esteja completamente seguro.

Exemplo: Seja A a formula:

(pv-p)
Suas subformulas sdo: p,-pe (p v - p).
Sua tabela de verdade ¢:

p -p (pv-p)
\Y, F \Y4
F \Ys \Y4

Logo, |-A, isto €, A é uma tautologia.

Observe que se B ¢ uma formula qualquer entdo toda formula
do tipo (B v - B) € uma tautologia.

Exemplo: Seja C a formula:

PV AGpA-9g).

Suas subformulas sdo: p,q,-p,-q, PV qQ,(-pA-q, (PVv g A
Cpr-@)e-((pvaA-pAa-q).

Sua tabela de verdade ¢:

plal-p|-qa|(PVvad| Cpr-9 | (bvdAar | -(PvaA
-pA-q) | (-pA-9q)

VIV| F | F A" F F \4
VIF| F |V \% F F \%
F|{V| V |F A% F F \%
FI|F|V |V F v F \4

Logo, | C, isto é, C é uma tautologia.

Defini¢io: Dizemos que uma formula A ¢ uma contradicdo
se ela assume o valor l6gico falso (F) para todas as atribuigdes de
valores verdade feitas as suas variaveis proposicionais.

Exemplo: Seja A a formula:

(PpA-p)-
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Suas subformulas sdo: p,-p e (p A -p).
Sua tabela de verdade é:

p -p (pA-p)
\Y, F F
F \Ys F

Logo, a formula A é uma contradicao.

Observe que, se B ¢ uma férmula qualquer, entdo toda formu-
la do tipo (B A - B) € uma contradigao.

Exemplo: Seja C a formula:

-(pv@Vv(pa-q).

Suas subformulas sdo: p,q,-p,-q, PV qQ,(-pA-q, (pVv g Vv
(-pr-qle-((pvaVv(-pAr-q).

Sua tabela de verdade ¢:

plal-p|-a|(Vvad|(par-9 | (PvdV | -(PvaV
-pAr-q) | -pAr-9q)

VI V| F|F \'% F A% F
VIF|F |V \% F v F
F|V|V|F v F v F
F|F| V|V F \Y v F

Logo, a formula C ¢ uma contradicéo.
Defini¢ao: As formulas que nio sdo contradigdes, nem tauto-
logias, sdo chamadas contingéncias.
Exemplo: Seja A a formula:
((p—> A (q—p)).
Suas subformulas sdo: p,q, (p — q), (q—p) e (p > q) A(@—p)).
Sua tabela de verdade é¢:

P q P—>9 | @—p) (P> A(q—>p)
\Y% \Y% \% \% \Y%
\Y% F F \% F
F \Y% \% F F
F F % \% %
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Logo, a formula A ¢ uma contingéncia.

2.5 Arvore de refutacao

A arvore de refutacdo' é outro procedimento utilizado para
analisar o valor veritativo de féormulas, isto ¢, analisar se uma
formula ¢ uma tautologia, contradi¢do ou contingéncia, uma vez
que a construgdo da tabela de verdade pode tornar-se inviavel,
principalmente quando a formula a analisar possui um niimero
elevado de varidveis proposicionais.

Para a sua construg@o da arvore de refutagdo de uma formula
qualquer A, siga os seguintes passos:

1° passo: Construa a arvore de decomposicao da formula A e
determine todas as suas subformulas;

2° passo: Escreva na primeira linha da tabela todas as subfor-
mulas de A, comegando com as variaveis proposicionais, € em
seguida as demais subformulas, sendo que a ultima serd a propria
formula A. Obedeca a regra de que uma subformula ¢ colocada
nesta primeira linha da tabela somente depois que todas as suas
subformulas ja tenham sido colocadas;

3° passo: Atribua o valor logico falso (F) a formula A, se vocé
pretende demonstrar que A ¢ uma tautologia, ou atribua o valor 16-
gico verdadeiro (V) a férmula A se vocé pretende demonstrar que A
¢ uma contradigdo (observe que vocé esta supondo um absurdo!);

4° passo: Da direita para a esquerda, analise cada uma das sub-
formulas de A a partir do absurdo suposto inicialmente (dependendo
dos conectivos que compdem a formula A, pode ser necessario o
estudo de mais de um caso para certas subformulas de A);

Se vocé detectar um absurdo, ou seja, uma variavel proposi-
cional com os valores-logico verdadeiro e falso simultaneamen-
te, em decorréncia do absurdo suposto inicialmente, esta conclui-
da a demonstragdo (caso tenha sido necessario o estudo de mais
de um caso para certas subformulas de A, este absurdo deve ser
obtido em todos os casos). Quando tal absurdo néo for encontra-
do, conclui-se apenas que a formula dada ndo ¢ uma tautologia

1 Mais sobre arvore de refutagdo pode ser consultado no livro Introdugdo a
logica para a ciéncia da computagdo, de J. Minoro Abe, Alexandre Scalzitti
e J. Inacio Silva Filho.
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se a sua suposicao inicial foi que ela assumia o valor logico F, e
conclui-se apenas que a formula dada nao ¢ uma contradigao se a
sua suposi¢ao inicial foi que ela assumia o valor loégico V.

E conveniente escrever uma tltima coluna na sua tabela, na
qual vocé deve escrever as justificativas de cada conclusdo obtida
a partir do absurdo suposto inicialmente.

Observamos que no primeiro passo, conforme ja comenta-
mos, ndo construiremos a arvore de decomposigao.

Exemplo: Seja A a formula:

((pAq) — q)).

Vamos verificar se A € uma tautologia.

Suas subformulas sdo: p, q, (p A q) e ((p A Q) = q)).

Sua arvore de refutacdo é:

p q |[prq | ({(pArg)—Qq) Justificativa
F Absurdo suposto
F v Tabela da operacao condicional
V|V Tabela da operagdo conjungado

Observe que obtemos um absurdo. A variavel proposicional
q deve assumir simultaneamente os valores logicos verdadeiro e
falso para que o valor logico da formula ((p A q) = q)) seja falso.

Logo a formula ((p A q) = q)) é uma tautologia.

Exemplo: Seja B a formula:

(v A(-pr-q).

Vamos verificar se B é uma contradigao.

Suas subférmulas s3o: p, q,-p,-q, PV Q, -pA-qe(@VvgA
(-pA-9q).

Sua arvore de refutacao é:

plaf-p|-a|Pvad| Cpr-q | (PVvYA Justificativa
(-pr-9)
A" Absurdo suposto
A" v Tabela da operacao
conjungao
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V|V Tabela da operagdo
conjung¢do

F|F Tabela da operagdo
negagao

v Transcri¢do da
segunda linha

VIV Tabela da operagao
disjung¢@o inclusiva

VI|F Tabela da operagdo
disjuncdo inclusiva

F|V Tabela da operagdo
disjunc¢ao inclusiva

Observe que temos vl(p v q) =V em trés casos distintos:
vi(p) = Ve vi(g) =V,
vi(p) = Vevi(q) =F,
vilp)=Fevl(q)=V.
Em todos temos que os valores verdade em negrito se contradi-
zem com os valores verdade, também em negrito, obtidos acima.
Logo, a formula ((p v q) A (- p A - q)) € uma contradigao.
Observacao: Quando uma formula A possui conectivo(s) que
exige(m) que mais de uma caso seja(m) analisado(s), ¢ possivel
detectar que se trata de uma contingéncia se o absurdo ocorrer
somente para alguns casos e ndo nos demais.

2.6 Equivaléncia légica e consequéncia logica

Defini¢cdo: Dizemos que as formulas A e B sdo logicamente
equivalentes se e somente se A e B sempre tomam o mesmo valor
logico para qualquer atribuicao de valores verdade feita as varia-
veis proposicionais de A e B. Isto ¢, a ultima coluna das tabelas
de verdade de A e de B sdo, necessariamente, as mesmas.

Notacao: Se A e B sdo duas formulas logicamente equivalen-
tes, indicaremos por Aeq B ouA & B.

Exemplo: Seja A a formula:

-(pvaq),

e seja B a formula:

-pAr-9.
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As subformulas da formula - (p v q) sdo: p,q, (pv @) e-(p Vv q).

As subformulas da formula (- p A - q) sdo: p,q, -p-qe¢
(-pA-q.

Dai as respectivas tabelas de verdade sdo:

P 9] (pva -(pva) -p -q (-p~r-9
V|V \Y% F F F F
V | F \Y% F F \Y% F
F |V \Y% F \Y% F F
F | F F \Y% \% \Y% \%

Logo A eq B, isto ¢, as formulas A e B sdo logicamente equi-
valentes.

Observe que utilizamos a mesma atribuicao de valores verda-
des para p e q na construcdo das tabelas de verdade de ambas as
formulas.

Algumas equivaléncias logicas se destacam pela grande utili-
zagdo, principalmente na simplificacdo de expressdes, e por isto
recebem o nome de equivaléncias notaveis:

1) Dupla Negac¢io — DN:

--AeqA
2) Leis Idempotentes — L1:
)(AvA)eqA

i) (AAA)eq A
3) Leis Comutativas — CL:
)(AvB)eq(BVA)
ii)(AAB)eq(BAA)
4) Leis Associativas — AL:
)(AvB)vC)eq(Av (Bv ()
i) (AAB)AC)eq(AA (B AQ))
5) Leis de De Morgan — DL:
)-(AvB)eq(-AA-B)
ii)-(AAB)eq(-Av-B)
6) Leis Distributivas — LD:
NAVBAC)eq((AvB)A(AV ()
M) (AABVvC)eq((AAB)Vv(AAQ)
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7) Leis Condicionais — LC:

(A—>B)eq(-B—>-A)
(A—>B)eq(-AVvB)

8) Leis Bicondicionais — LB:

(A B)eq((A>B)A(B—>A))
(A< B)eq-(AxvB)
9) Elementos Neutros — EN:
AvFeqA
AAVeqA
10) Elementos Complementares — EC:
Av-AeqV
An-AeqF
A, B, e C sdo formulas quaisquer ¢ V e F sdo tautologias e con-
tradigdes, respectivamente.

Defini¢ao: Dizemos que uma formula A implica logicamente
uma formula B se e somente se para cada atribuicdo de valo-
res verdade, feita as variaveis proposicionais de A e B, tal que
o valor 16gico de A ¢é verdadeiro (V), temos o valor logico de B
também verdadeiro (V). Dizemos também que B é consequéncia
logica de A.

Notagdo: Se A e B sdo duas formulas e A implica logicamente
B (ou B ¢é consequéncia logica de A), indicaremos por A | B ou
A = B.

Exemplo: Seja A a formula:

(P A9,
e seja B a formula:
(pva.

As subformulas da formula (p A q) sdo: p, qe (p A Q).

As subformulas da formula (p v q) sdo: p, q, e (p Vv q).

Dai as respectivas tabelas de verdade sao:

P q |[prg |V
\% \% \Y% \%
% F F \%
F \% F \%
F F F F
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Logo, (p A q) implica logicamente (p v q), ou o0 que € 0 mes-
mo (p Vv q) é consequéncia logica de (p A q).
Observe que (p Vv q) ndo implica logicamente (p A q).

2.7Alguns resultados sobre equivaléncia logica,
consequéncia logica e tautologia

Teorema 1: Sejam A e B formulas. A eq B se e somente se
F (A< B), em outras palavras, A e B sdo logicamente equivalen-
tes se e somente se (A <> B) é uma tautologia.

Demonstragio: Suponhamos primeiramente que (A <> B)
¢ uma tautologia (e entdo mostraremos que A eq B). Entdo
VI((A <> B)) =V, isto ¢, independentemente dos valores verda-
de atribuidos as variaveis proposicionais em (A <> B), o valor
logico da férmula (A <> B) ¢ verdadeiro (V). Entdo, para cada
atribui¢do particular de valores verdade para essas variaveis pro-
posicionais, temos que vI(A) = vI(B) =V ou vl(A) = vI(B) = F.
Assim, A e B tém as mesmas colunas no final de suas tabelas de
verdade, e portanto A eq B.

Suponhamos agora que as formulas A e B sdo logicamente
equivalentes (e entdo mostraremos que (A <> B) € uma tautolo-
gia). Consideremos qualquer atribuicdo de valores verdade feita
as variaveis proposicionais de A e B. Se para uma certa atribui-
¢do o valor légico de A ¢é verdadeiro (V), entdo o valor logico de
B também ¢ verdadeiro (V), pois estamos supondo A eq B. Ana-
logamente, se para esta atribui¢do temos vl(A) = F, entdo, como
A eq B, vI(B) = F. Assim, sempre teremos VvI((A <> B)) =V, isto
¢, (A < B) é uma tautologia.

Teorema 2: Sejam A e B duas formulas, A | B se e somente
se | (A — B), em outras palavras, A implica logicamente B (ou
B ¢ consequéncia logica de A) se e somente se (A — B) é uma
tautologia.

Demonstra¢io: Sabemos que a formula A implica logica-
mente a formula B se e somente se para cada atribuigdo de va-
lores verdade, feita as variaveis proposicionais de A e B, tal que
o valor logico de A ¢ verdadeiro (V), entdo o valor logico de B
também ¢é verdadeiro (V). Ou seja, se e somente se nunca aconte-
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cer o caso em que o valor 16gico de A ¢ verdadeiro (V) e o valor
logico de B ¢ falso (F), isto ¢, se e somente se (A — B) nunca ¢
falso, ou seja, se e somente se (A — B) é uma tautologia.

Defini¢do: Sejam A , A, ---, A e B férmulas. Dizemos que
asA,A, A, -, A implicam logicamente B se € somente se para
cada atribui¢@o de valores verdade, feita as varidveis proposicio-
naisde A, A, ---,A e B, tal que o valor logicode A, A, -+, A_
sdo simultaneamente verdadeiros (V), temos que o valor logico
de B também ¢é verdadeiro (V). Dizemos também que B ¢é conse-
quéncia légica de A, A, -+, A .

Nota¢do: Se A, A, ---, A e B sdo formulase A, A, ---, A
implicam logicamente B (ou B ¢ consequéncia logica de A, A,
-+, A ), indicaremos por A, A, -+, A |— B.

Teorema 3: Sejam A, A, ---, A e B formulas. A, A, ---,
A_ | Bseesomentese (- (A, AA) A - AA) | B. Em outras
palavras, A ,A , ---, A implicam logicamente B se e somente se
(- (A, AA) A - AA) implica logicamente B.

Demonstragio: Os valores logicos de A, A, ---, A sdo si-
multaneamente verdadeiros se e somente se o valor loégico de
(- (A AA) A - AA)) € verdadeiro. Entdo A ,A ), -, A |—B se
e somente se o valor logico de B ¢ verdadeiro sempre que o valor
logicode (--+ (A, AA) A -+- AA)) € verdadeiro, isto €, A , A, -+,
A |} Bseesomentese (- (A, AA) A= AA) }B.

Teoremad:SejamA ,A ,---, A eBformulas.A A ,---,A | B
se e somente se | (( (A, AA) A -+ AA) — B), em outras
palavras, A, A , ---, A_implicam logicamente B se ¢ somente se
(- (A, AA) A - AA ) — B) € uma tautologia.

Demonstrag¢io: No teorema 3 vimos que A, A, -+, A_ |— B
se e somente se ((--+ (A, AA) A - A A) | B. Assim, pelo
teorema 2, temos que A, A, -, A |- B se e somente se
F(- (A, AA)A - AA)—> B).

Proposi¢do 1: Sejam A , A, ---, A e B formulas. Entdo vale
a seguinte equivaléncia logica:

A—>A,>C>A 2B )eq( (A AA)AA) A A
A)— B).
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Demonstracio: O valor logico de (-+-(A; AA) AA) A -+ A
A ) — B) ¢ falso (F) se e somente se o valor logico de (---((A, A
A)AA) A AA)) € verdadeiro (V) € o valor l6gico de B ¢ falso
(F). Agora, o valor logico de (--((A, AA) AA) A - AA)E
verdadeiro (V) se e somente se os valores logicos de A, A, -,
A sdo simultaneamente verdadeiros (V). Logo, o valor logico de
(A AA)AA) A - AA) —> B) éfalso (F) se e somente se 0s
valores logicos de A, A,, ---, A sdo simultaneamente verdadeiros
(V) e o valor logico de B ¢ falso (F).

Agora, o valor logico de (A, > (A,— (- > (A, > B)--) ¢
falso (F) se e somente se o valor logico de A, € verdadeiro € o valor
logico de (A, — (--- — (A, — B)---) € falso (F). Isso equivale dizer
que os valores logicos de A e A, sdo simultaneamente verdadeiros
(V) e o valor légico de (A, — (-~ — (A, — B)---). Raciocinando
analogamente, concluimos que o valor logico de (A, — (A, —> (- —
(A, — B)---) € falso (F) se e somente se os valores logicos de A,
A,, -+, A sdo simultaneamente verdadeiros (V) e o valor logico de
B ¢ falso (F).

Logo, A, = (A, > (- = (A, = B)-) eq (- (A, AA) A
A) A AA)—B).

Teorema 5: Sejam A, A, ---, A e B formulas. A, A, ---,
A} B se e somente se | (A, = (A,—> (- > (A, —> B)---).
Em outras palavras, A, A, ---, A implicam logicamente B se ¢
somente se (A, — (A, — (-~ = (A, — B)---) € uma tautologia.

Demonstragio: Dos resultados anteriores, sabemos que A,
A, -, A | Bseesomentese (- (A, AA)A - AA) }B, se
¢ somente se ((--- (A, AA)) A - A A ) — B) € uma tautologia.
Pela proposicao 1:

A—>A,>(C>A —>B))eq(- (A AA) AAYA
~AA)—B)

Disto, concluimos que A, A, ---, An|- B se e somente se

FA->A>C> (A >B)).

Corolario 1: Sejam A, A, ---, A e B formulas. Se A, A,,
~+,A }Bentdo A, A, -, A }Bondei, i, -, i ¢qualquer
permutagdo dos inteiros 1, 2, ---, n.
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Demonstragao: Segue da equivaléncia notavel, Lei Comu-
tativa.

Vamos agora, apresentar alguns resultados gerais a respeito
de tautologias.

Proposi¢ao 2: Sejam A e B formulas. Se A e (A — B) sdo
tautologias, entdo B também ¢ uma tautologia.

Demonstrac¢ido: Suponhamos que vl(B) = F para alguma atri-
bui¢do de valores verdade feita as variaveis proposicionais de
A e B. Entdo, como A é uma tautologia, temos que vI(A) =V
para todas as atribui¢des de valores verdade feita as variaveis
proposicionais de A e B. Assim (A — B) tera o valor logico falso
(F) para alguma atribuicdo de valores verdade feita as variaveis
proposicionais de A e B, contradizendo o fato de (A — B) ser
tautologia. Portanto, B nunca tera o valor logico falso (F). Logo,
B também ¢ uma tautologia.

Proposi¢do 3: Sejam A, A, A, ---, A e B formulas. Se A é
uma tautologia contendo como variaveis proposicionais p,, p,,
-+, p, € B resulta de A pela substituigdo das variaveis proposicio-
nais p,, p,, -+, p, pelas formulas A , A, ---, A_respectivamente,
entdo B € uma tautologia, isto ¢, substituicdo em uma tautologia
produz uma tautologia.

Demonstracdo: Assumamos que A é uma tautologia. Para
cada atribuicao de valores verdade feita as variaveis proposicio-
nais de B as formulas A , A, -+, A_terdo valores logicos X, X,,
-+, X, emque x,, 1 <i<n, ¢ verdadeiro (V) ou falso (F).

Se nds assinalarmos x , X, **+, X parap,, p,, -+, p, respectiva-
mente, entdo o valor logico resultante de A sera o mesmo valor
logico de B. Como A ¢ tautologia, seu valor logico sera sempre
verdadeiro (V). Assim, B sempre toma o valor logico verdadeiro
(V), ou seja, B € uma tautologia.

Exemplo: Como a formula:

-(pvDACPA-Q)
¢ uma tautologia, temos que para quaisquer formulas A e B a
formula:

-(AvB)A(-AA-B))
também ¢ uma tautologia.
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2.8 Parénteses

Existem formulas que levam um grande nimero de parénte-
ses, tornando-se as vezes, dificil sua compreensdo. Vamos entao
fazer algumas convengdes para eliminar e recolocar parénteses
de formulas de modo que estas ndo percam suas caracteristicas. E
necessario lembrar que um par de parénteses pode ser eliminado
somente quando a sua recolocagdo reconduza a formula original,
através dos critérios que seguem:

1) Os parénteses externos podem ser eliminados sem perdas,
isto €, toda formula que ndo seja uma variavel proposicional ou
uma negacdo, leva um par de parénteses externos que pode ser
omitido;

2) Para qualquer conectivo, adotaremos o principio de asso-
ciacdo a esquerda. Por exemplo, para restabelecer os parénteses
na formula p v q v 1, fazemos uma associagao a esquerda, isto &,
como primeiro passo a formula torna-se (p v q) v 1, e em seguida,
a proéxima associacdo a esquerda, ou seja, como segundo passo a
formula torna-se ((p v q) v 1);

3) Adotaremos uma ordem hierarquica de forga entre os co-
nectivos. Os conectivos -, A, Vv, XV, —>, <>, estdo em ordem cres-
cente de forga, isto €, numa restaura¢do de parénteses em uma
formula, coloca-se parénteses primeiro nos mais fracos e assim
sucessivamente até esgotar todos os conectivos. Para restaurar os
parénteses na seguinte formula:

P -P, VP, AP,
procedemos assim:

primeiro passo: p <> - p, Vv (p, A P,);

segundo passo: p <> (- p, Vv (p, A P,));

terceiro passo: (p <> (- p, v (p, A P,)))-

Observagdes:

1) Existem formulas que ndo podemos retirar todos os parén-
teses, pois sua omissdo acarretara numa mudanga de caracteris-
tica da féormula. Por exemplo, na formula - (p v q) ndo podemos
retirar todos os parénteses, pois se o fizermos teremos a seguinte
expressdo - p v q. A partir desta tltima formula, se quisermos
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restaurar os parénteses, de acordo com as convengdes acima ci-
tadas, obteriamos (- p v q) e esta formula ¢ diferente da original.

O mesmo acontece com a féormula (p — (p — q)). Retirando-
-se os parénteses segundo as convengdes acima, obteriamos de
maneira corretamente abreviada a formula p — (p — q). Note
que a formula p — p — q ndo ¢ uma simplificacdo correta, pois,
recolocando-se os parénteses na formula p — p — q obtemos
((p = p) — ), a qual ndo ¢ logicamente equivalente a formula
(p — (p = q))- Assim como estas, existem muitas formulas, nas
quais ndo podemos eliminar todos os parénteses.

2) Ja vimos que as formulas (Av B)v C)e(Av (B v Q)
sdo logicamente equivalentes. Eliminando-se o maximo possivel
de parénteses da formula ((A v B) v C) chegamos a expressao
A v B v C, e assim o mesmo vale para (A v (B v C)), como
também para a disjuncdo exclusiva e para a conjun¢do. Em ou-
tras palavras, podemos eliminar todos os parénteses das formulas
(Av(Bv(0),(Av(BvO),(Axv(Bxv(),(Axv(Bxv(),
(AAB)AC)e (AA(BAQ)).

3) Este topico devera ser considerado sempre que se fizer ne-
cessario.

2.9 Exercicios propostos

1) Sejam as proposigoes:
p: Jodo € bom aluno;
q: Jodo ¢ estudioso.

i) Escreva na linguagem usual as seguintes sentengas:
a)pvq
b)pAaq
C)pxVv-q
d-pn-q
e)--p
Hp—>q
g p<q
h)-(-pAr-9q

ii) Escreva na linguagem simbolica as seguintes sentencas:
a) Jodo € bom aluno mas nao ¢ estudioso.
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b) Jodo € estudioso ou Jodo é bom aluno.

¢) Se Jodo € bom aluno entdo Jodo ¢ estudioso.

d) Nao ¢ verdade que Jodo ¢ bom aluno e estudioso.
e) Jodo € bom aluno se e s6 se ¢ estudioso.

f) E falso que Jodo ndo é estudioso.

2) Reescreva as sentengas seguintes procurando esclarecer o
seu significado:
a) Nao ¢ verdade que Jodo é bom aluno e estudioso.
b) E falso que Jodo nio é bom aluno e nio é estudioso.
¢) Nao ¢ verdade que Jodo ¢ bom aluno ou estudioso.
d) Nao ¢ verdade que Jodo nao € bom aluno ou ¢ estudioso.
e) E falso que Jodo nio ¢ estudioso.

3) Sabendo que vl(p) =V e vl(q) = F, determinar o valor 16gi-

co de cada uma das proposigoes:

a)pA-q

b)pv-q

c)-pAq

d-pnr-q

e)-pxv-q

HDparC-pva

g-p—q

h)-q—p

)-peq

4) Determinar vl(p) em cada um dos seguintes casos, sabendo
que:
a)vllqQ=Fevlipaq)=F
b)vli(qQ)=Fevilpvq)=F
c)vil@=Fevlip—>q)=F
d)yvi(q)=Fevip—>q =V
e)vllQ=Vevlp«<q) =F
Hvl(qQ=Fevipeq =V
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5) Determinar vIl(p) e vl(q) em cada um dos seguintes casos,
sabendo que:
a)vip—>q=Vevlparq =F
b)vip—>q)=Vevlpxvq)=F
Ovlipeq=Veviparq =V
dvipeqQ=Fevl-pvq=V

6) Determinar os valores 16gicos das proposicdes abaixo:
a)p A (-q— (r Ap,)), sabendo que vi(p) = F
b) (p <> q) v (q — - p), sabendo que vl(q) =F
¢) (-p vr)—(q—p,), sabendo que vl(q) = F
d) ((p = q9) Ap) = - p, sabendo que vl(p) =F
e) (p > 1) Vv q, sabendo que vl(r) =V

7) Escreva o antecedente e o consequente de cada uma das
seguintes sentencas:

a) Se a chuva continuar entdo o rio vai transbordar.

b) Uma condicdo suficiente para a falha de uma rede elé-
trica € que a chave central desligue.

¢) Os abacates estdo maduros quando estdo cremosos € macios.

d) Uma boa dieta ¢ uma condi¢@o necessaria para um gato
ser saudavel.

8) Classifique as formulas dadas abaixo como tautologia, con-

tradi¢do ou contingéncia:

a)(pv <> (qvp)

b) (pxv@ A(-pA-q)

o)(p<(Vva)

d) (P> a9 Aq —>p)

e)((pvad—>(-pAr-9)

HEp—>(pxv)

g) (pxvq) <> (q—>p)

h)(p<>-p)

D((pAr@v))e((prq VvipAar))

Dlp>9—>U(p—>1)—> (1))

k) (pA-(pxv Q)



Calculo proposicional 49

D({(pxvq)—>(-q—p)

m) (p—>q <> (-pVvQq)
n)(p—>q—>-q—>-p)
0)(p—>@xvr) < ((pArq Vv(p—r1)
p(P—>9-(pr-9)
Qd((prqg—>(G-g—>-p)

1) ((q<>(q@—>p)—>p)

9) Através de arvore de refutagdo, verifique se as formulas
abaixo sdo tautologias ou contradigdes:
a)(p <> -p)
b)(p—>q —>(-q—>-p))
o) (pArq) > (-q9—-p))
d)(pxvg A(-pAr-9q)

10) Em cada item abaixo, verifique se ocorre equivaléncia 16-
gica ou implicacao logica entre as formulas dadas:
a)(pr(pv)ep
b)pe(pxvq)
opPrP—>q)eq
dpvArg)ep
e)((p—>9—>qep
HDe—->9e(-pva
gp—>qe((@>r)—>(pP—0)
h(peogel@rgdv(i-pa-q)
Dp—>9e(-p>9—9
D@—>pe(-qvp)
kKy(pv(@vn)e(qv(pvr)vp)
Dp—>qe-(pr-q
m)(pvage(-p—>q)
n)qe (A (p—>q)
o) (pxvgAr-qep
p (<> qe(q<>p)
PpPpeoPe-pe-9
Npvaee--par-q
s)(prqe-(-pv-q)



Construcao e simplificacao de
formulas e formas normais

As equivaléncias logicas entre formulas nos mostram que
formulas que possuem os mesmos valores logicos, para todas
atribuicdes de valores verdade feitas as suas variaveis proposi-
cionais, podem ser escritas de maneiras diferentes.

Para toda formula podemos, mediante transformagdes que
resultam em equivaléncia logica, chegar a uma forma normal
conjuntiva ou a uma forma normal disjuntiva, as quais apresen-
tam certos padrdoes muito utilizados em aplicagdes da Logica
Matematica como construgdo de algoritmos ou desenvolvimento
de circuitos eletroeletronicos. Porém, antes de estudarmos estas
formas, veremos o topico construcdo de féormulas, o qual nos per-
mitira obter uma férmula para uma tabela de verdade conhecida.

Cabe ressaltar que tabelas de verdade surgem na modelagem
de problemas de diversas areas. Exemplo: considere o problema
de controlar o funcionamento de uma bomba abastecida em trés
entradas, levando em conta que ela s6 pode ser acionada se pelo
menos duas das trés entradas estiverem em funcionamento. As-
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sim, se chamarmos essas entradas de p, q e r e 0 acionamento da
bomba de A, essa situacdo ¢é representada pela tabela:

T << <] <=
<|m|m|m|ml<| <o
ml< ||| <|m| <=
T << <>

B
<
<
<

e assim necessitamos obter a formula A que controlara o aciona-
mento da bomba.

3.1 Construcao de formulas

Ja vimos que dada uma férmula, podemos construir sua tabela
de verdade. Agora inverteremos esse processo, isto €, construire-
mos uma foérmula cujos valores 16gicos sejam os de uma deter-
minada tabela. Citaremos dois processos, extremamente simples.

Primeiro processo: Seja A a formula procurada. Para construir a
formula desejada, escrevemos inicialmente uma férmula para cada
linha da tabela dada que contenha o valor logico verdadeiro (V) na
coluna dos vI(A). Estas formulas parciais sdo formadas pela con-
juncdo das variaveis proposicionais negadas ou ndo, usando-se a
propria variavel proposicional quando o seu valor verdade for ver-
dadeiro (V), ou a sua negacdo quando o seu valor verdade for falso
(F). Finalmente, obtém-se a formula procurada reunindo-se todas as
formulas parciais, através da disjuncdo inclusiva. As férmulas ob-
tidas por este processo possuem uma forma especial, denominada
Forma Normal Disjuntiva Padronizada.

Segundo processo: Seja A a formula procurada. Para construir
a formula desejada, escrevemos inicialmente uma férmula para
cada linha da tabela dada que contenha o valor l6gico falso (F)
na coluna dos vI(A). Estas formulas parciais sdo formadas pela
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disjuncao inclusiva das variaveis proposicionais negadas ou nao,
usando-se a propria variavel proposicional quando o seu valor
verdade for falso (F), ou a sua negagao quando o seu valor verda-
de for verdadeiro (V). Finalmente, obtém-se a formula procurada
reunindo-se todas as formulas parciais, através da conjung@o. As
formulas obtidas por este processo possuem uma forma especial,
denominada Forma Normal Conjuntiva Padronizada.

Observagdes:

1) Quando a tabela de verdade dada representar uma tauto-
logia ou uma contradigdo, basta lembrarmos que ja conhecemos
formulas deste tipo bastante simples.

2) Se desejarmos utilizar os conectivos ndo citados no pro-
cesso acima, isto sera possivel através das equivaléncias logicas.

3) E claro que a formula obtida pelo primeiro processo e a
formula obtida pelo segundo processo sdo logicamente equiva-
lentes.

Exemplo: Consideremos a seguinte tabela de verdade:

mim|<| <o
mi<|im<|e
T <|<|T|>

Usando-se a primeira regra proposta, obtemos que as formu-
las parciais s3o (p A - q) para a segunda linha e (- p A q) para a
terceira linha. Finalmente obtemos que a férmula A procurada ¢
((PAr-9Vv(EpAaq).

Usando-se a segunda regra proposta, obtemos que as formu-
las parciais sdo (- p v - q) para a primeira linha e (p v q) para a
quarta linha. Finalmente obtemos que a formula A procurada é
(pv-9Aalpva).

Exemplo: Consideremos agora a tabela de verdade:
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o< << <o
<|< ||| <] <o

<< <||<|=

o im ||| < <>

Usando-se a primeira regra dada acima, obtemos que as for-
mulas parciais so (p AQAT),(pAQA-T),(pA-qAT)E(PA-QA-T)
para a primeira, segunda, terceira e quarta linhas respectivamen-
te. Finalmente obtemos que a férmula A procurada ¢

PAGAD)VPAQA-T)V(PA-GAT)V(PA-QA-T).

Os procedimentos estudados, em geral, nos conduzem a for-
mulas bastante longas. Devemos entdo, sempre que possivel,
simplifica-las, o que pode ser feito através da aplicagdo de equi-
valéncias logicas. Para isto, € interessante observar que, sendo
A uma formula qualquer, C uma contradi¢do e T uma tautologia
entio (AAC)eqCe(AvT)eqT.

Consideremos entdo a formula obtida no ultimo exemplo:

PAgADVPAQA-D)V(PA-GAT)V(PA-QA-T).

Utilizando as equivaléncias notdveis “Leis Distributivas” e
“Leis Associativas”, obtemos:

PAEAADV@A-DV(-qADV(-qA-D).

Utilizando novamente a equivaléncia notavel “Leis Distribu-

tivas” obtemos:
PAWEAEV-D)V(-gAEv-1).

Como (r v -1) eq T, em que T ¢é tautologia, temos:

pA(@AT)V(-qAT)).

Agora(qAaT)eqqe(-qAT)eq-q, e assim temos:

pA(QV-q).

Como (q Vv - q) eq T, temos:

pATeqp.
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Assim, demonstramos que a formula:
PAQADV(PAQA-T)V(PA-GADV(PA-GA-T).
¢ logicamente equivalente a formula:
p;
muito mais simples.
Exemplo: Consideremos a seguinte tabela de verdade:

m|mi << |
mi<|im<|e
<|m|im| <>

Usando-se a segunda regra proposta, obtemos que as formu-
las parciais s3o (- p v q) para a segunda linha e (p v - q) para a
terceira linha. Finalmente obtemos que a férmula A procurada ¢
(pvaarVv-q).

Pela equivaléncia notavel, “Leis Distributivas”, obtemos:

(-pvaAp)v(-pvaA-q).
Pela equivaléncia notavel, “Leis Comutativas”, obtemos:
PAGCPVA)VEqQA(-pV Q).

E novamente pela equivaléncia notavel “Leis Distributivas”,

obtemos:
((pA-Ppv(PAQ)V((-qA-p)V(-qAQ).

Como (pA-p)eqCe(-qaq)eqC, em que C ¢ contradigdo,
temos:

Cvparqg)v-qa-p)vO).

E, finalmente, como (Cv (pAq))eq(pArqe((-qa-p) v C)
eq (- q A - p) temos:

(PAQV(-qr-p).

Exemplo: Considere a tabela de verdade:
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| << << |
<|<|m|m|m|m|<| <o
<lml<|m|m|<|m|<|=
<l << |m|m|<|I< <>

Para esta tabela, o segundo procedimento ¢ mais adequado,
pois existem apenas dois valores l6gicos F. Utilizando-se entao
este procedimento, obtemos as seguintes formulas parciais para
a quarta e para a quinta linha, respectivamente:

(-pvqvre(pvqvr).

Assim a formula final é:

(-pvqvrAa(pvqvr).
Utilizando a equivaléncia notavel “Leis Comutativas”, obte-
mos:
(@vrv-p)a(qvrvp).
Pela equivaléncia notavel “Leis Distributivas”, obtemos:
(@vr)v(-pAp).
Como (- p A p) eq C, em que C ¢ contradicdo, obtemos:
(qvr)vCeq(qvr).
Assim obtemos a férmula:

(qvr),
que € muito mais simples que a formula:

(-pvqvre(pvqv).

3.2 Um exemplo real: Projetando circuitos 10gi-
cos combinacionais

Quando o nivel 16gico de saida de um circuito 16gico ¢ dado
para todas as combinagdes possiveis das entradas, entdo o resul-
tado pode ser colocado em uma tabela verdade.
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Considere entdo o problema de projetar um circuito logico
que tem tré€s entradas A, B ¢ C e uma saida X que sera ALTA
somente quando a maioria das entradas é ALTA.

O problema estabelece que a saida X sera 1 (que é o mesmo
que V no Calculo Proposicional) quando duas ou mais entradas
forem iguais a 1 e para todos os outros casos a saida X sera igual
a 0 (que € o mesmo que F no Calculo Proposicional):

oooo»—»—tv—ﬂu>
el Ll k= k=R = =R N vv)
e k=l = k= k= N =R N @]
—|lo|lo|lo|lo|~|~|—]|X

Usando-se a primeira regra para a construgdo de formulas,
obtemos que as formulas parciais sio (AA B A C), (AAB A-0),
(AA-BAC)e(-AAB AC)para a primeira, segunda, terceira
e oitava linhas, respectivamente. Finalmente obtemos que a for-
mula X procurada €:

(AABAC)V(AABA-C)V(AA-BAC)V(-AABACQC).

Que pela equivaléncia notavel “Leis Associativas” é o mesmo

que:
(AABAC)VI((AABA-C)V(AA-BAC)V(-AABAQ)).

Dai, pelas equivaléncias notaveis “Leis idempotentes” e “Leis
Distributivas” obtemos:
((AABAC)VAABA-C)V((AABAC)V(AA-BAQ))V

(AABAC)V(-AABAQ))).

Pelas equivaléncias notaveis “Leis Distributivas” e “Leis Co-

mutativas” obtemos:
(AAB)ACV-CYV(AAOABV-B)v((BAC)A
(Av-A).
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Agora: (Cv-C)eq(Bv-B)eq(Av-A)eql. Logo temos:
(AAB)ADVIAAC)AD) V((BAC)AL)).

Também ((AAB)A1)eq(AAB),(AAC)Al)eq (AAC)

e (BAC)Aal))eq (B A C). Logo obtemos:
AAB)V(AAC)V(BACQ).

Assim, o circuito tera trés portas AND (conjun¢ao, no Calculo
Proposicional) e duas portas OR (disjung¢@o inclusiva, no Calculo
Proposicional). Usualmente, no estudo de circuitos a conjungao ¢
representada pelo ponto, simbolo da multiplicacéo e a disjungdo
inclusiva ¢ representada pelo simbolo da adi¢do. Graficamente,
temos a seguinte representagao:

A )(A/\B)
B

C \(B/\C)ii | AAB)V(AAC)V(BAC)

>(A/\C)

Observe que este exemplo possui a mesma tabela que o nosso
exemplo da bomba do inicio deste capitulo. Assim, naquele, o
tratamento seria idéntico ao neste realizado.

3.3 Formas normais

As formulas obtidas pelos dois processos estudados possuem
formas especiais, as quais recebem o nome de Formas Normais,
que por nds serdo estudadas a seguir. Antes, lembramos que essas
formas, como ja dissemos, em geral necessitam de simplificagéo,
para o que ja os conhecemos a forma algébrica. Isto se da através
das equivaléncias logicas, as vezes ndo muito agradaveis, e por
isso estudaremos também um processo grafico para a simplifica-
cdo de formulas, denominado diagramas de Karnaugh.

3.3.1 Forma normal conjuntiva

Definicdo: Uma formula se encontra na forma normal con-
Jjuntiva (FNC) quando contém somente os conectivos disjuncao
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inclusiva (Vv), conjuncdo (A), e negacdo (-); quando nenhum co-
nectivo - afeta nenhum conectivo v, A, ou -; e quando finalmente
nenhum conectivo v afeta a nenhum conectivo A. Isto €, uma
formula na forma normal conjuntiva ¢ uma conjungéo:
C,AC, A AC,

em que cada C, parai= 1,---, n ¢, usualmente, uma disjungdo
inclusiva de variaveis proposicionais ou de negagdes destas. Em
certos casos algum C. pode ser formado apenas por uma variavel
proposicional ou negacdo de variavel proposicional.

Além disso, se cada C, para i = 1,---, n possuir todas as va-
riaveis proposicionais envolvidas na formula, ou suas negagoes,
entdo estes recebem o nome maxtermo (M) e dizemos que a for-
mula estd na forma normal conjuntiva padronizada.

3.3.1.1 Transformagdo de uma formula para a forma normal
conjuntiva

Quando estudamos a construcao de formulas, vimos que dada
uma tabela de verdade, o segundo processo para a constru¢ao
de uma férmula que represente esta tabela nos conduz a uma
férmula na forma normal conjuntiva padronizada. Sendo assim,
dada uma férmula, um procedimento para obter sua forma nor-
mal conjuntiva ¢ construir a sua tabela de verdade e aplicar este
processo. Este procedimento, no entanto, torna-se exaustivo ou
mesmo impraticavel quando o nimero de variadveis proposicio-
nais € grande. Vamos entdo introduzir um procedimento que ¢
baseado nas equivaléncias logicas.

Seja A uma foérmula, os itens seguintes transformam a formu-
la A para uma férmula logicamente equivalente na forma normal
conjuntiva:

1) Os conectivos, disjunc¢ao exclusiva (xv), condicional (—)
e bicondicional («>), que porventura existam na formula A, de-
vem ser eliminados, utilizando-se equivaléncias logicas. Para
qualquer formula parcial de A do tipo B xv C deve-se fazer a
substitui¢do pela férmula logicamente equivalente - (B <> C);
para qualquer formula parcial de A do tipo B — C deve-se fazer
a substituicdo pela formula logicamente equivalente - B v C e
qualquer formula parcial de A do tipo B <> C deve-se fazer a
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substitui¢do pela formula logicamente equivalente (- B v C) A
(-CvB);

2) O conectivo negacao (-) deve ocupar uma posicao espe-
cial, isto é, o mais interno possivel na formula. Deste modo, as
formulas parciais de A do tipo - (B A C) e - (B v C) devem ser
substituidas pelas formulas logicamente equivalentes - B v - C
e - B A - C, respectivamente;

3) Em consequéncia do item 2, o conectivo negagdo (-) se
encontrara, as vezes, de maneira multipla ante as variaveis pro-
posicionais, e isto deve ser evitado. Substituiremos toda variavel
proposicional com um niimero par de sinais de negacao, antepos-
tos a ela, pela variavel proposicional sozinha, isto ¢, sem sinal de
negacao anteposto a ela, e substituiremos toda variavel proposi-
cional com um numero impar de sinais de negagdo, antepostos
a ela, pela variavel proposicional negada, isto €, com um Unico
sinal de negagdo anteposto a ela;

4) Depois dos trés passos anteriores, nos encontramos com
uma formula formada por variaveis proposicionais negadas ou
ndo negadas acompanhadas de v e A. Devemos evitar que o co-
nectivo disjuncdo inclusiva (v) afete algum conectivo conjun-
¢do (A). Para isto, toda formula parcial de do tipo B v (C A D)
sera substituida pela formula logicamente equivalente (B v C) A
(B v D), e toda formula parcial do tipo (C A D) v B sera substi-
tuida pela formula logicamente equivalente (C v B) A (D v B).

Exemplo: Passe a formula - (p v q) A-q) v (r A q)) para a
FNC.

1) Nao temos os conectivos condicional (—) e bicondicional (<)

2) - (pvr-g@ar-(raq)

Ppvav--9a(-rv-q

(pA-@v--@A(-rv-q)
NG-pr-dVvPAa(-Tv-q)
HEpvar(-qvg A(-rv-q), que esta na FNC.

3.3.2 Forma normal disjuntiva

Definicdo: Uma formula se encontra na forma normal dis-
Jjuntiva (FND) quando contém somente os conectivos disjunc¢ao
inclusiva (Vv), conjungdo (A), e negacao (-), quando nenhum co-
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nectivo - afeta nenhum conectivo v, A, ou -, € quando finalmente,
nenhum conectivo A, afeta a nenhum conectivo v. Isto é, uma
formula na forma normal disjuntiva ¢ uma disjuncao:

C,AC, A AC,
em que cada C, parai= 1,---,n, €, usualmente, uma conjungao de
variaveis proposicionais ou de negacdes destas. Em certos casos
algum C. pode ser formado apenas por uma variavel proposicio-
nal ou negacdo de varidvel proposicional.

Além disso, se cada C, parai= 1,---,n possuir todas as varia-
veis proposicionais envolvidas na férmula (ou suas negagdes),
entdo estes recebem o nome mintermo (m) e dizemos que a for-
mula esta na forma normal disjuntiva padronizada.

3.3.2.1 Transformagdo de uma formula para a forma normal dis-
Jjuntiva

Quando estudamos a construcao de formulas, vimos que dada
uma tabela de verdade, o primeiro processo para a constru¢ao
de uma férmula que represente esta tabela nos conduz a uma
férmula na forma normal disjuntiva padronizada. Sendo assim,
dada uma férmula, um procedimento para obter sua forma nor-
mal disjuntiva € construir a sua tabela de verdade e aplicar este
processo. Este procedimento, no entanto, torna-se exaustivo ou
mesmo impraticavel quando o niimero de variaveis proposicio-
nais € grande. Vamos entdo introduzir um procedimento que ¢
baseado nas equivaléncias logicas.

Seja A uma foérmula, para transforma-la em uma formula lo-
gicamente equivalente na forma normal disjuntiva os passos 1, 2
e 3 a serem executados sdo os mesmos da transformacdo para a
forma normal conjuntiva, e por isso ndo serdo novamente apre-
sentados, mas devem ser executados, nessa ordem, antecedendo
0 quarto passo abaixo apresentado.

4) Depois dos trés passos anteriores, nos encontramos com
uma férmula formada por variaveis proposicionais negadas
ou ndo negadas acompanhadas de v e A. Devemos evitar que
o conectivo conjuncdo (A) afete algum conectivo disjuncao
inclusiva (V). Para isto, toda formula parcial de do tipo B A
(C v D) seré substituida pela formula logicamente equivalente



Construgao e simplificagdo de féormulas e formas normais 61

(B AC) v (B AD), e toda formula parcial do tipo (C v D) A
B sera substituida pela formula logicamente equivalente (C A
B) v (D A B).

Exemplo: Passe a formula - (p v @) A - q) Vv (r A q)) para a
FND.

1) Nao temos os conectivos condicional (—) e bicondicional (<)

2)-(pvAr-9Aar-(rAq)

-pvav--9Aa(-rv-q
(pr-@Vv--@A(rVv-q)
NEpr-dVvPAa(-Tv-q)
HCpr-9vda-DVv{(-pA-dVaA-q)
(pr-DAr-DVv@A-DV(EPpA-PA-9VI(QAr-q)
“PA-QA-TD)V(QA-T)V(-PA-qA-QVI(QA-Q), que
esta na FND.

Observagdes:

1) As transformacdes usadas resultam em equivaléncia 16gi-
ca, ¢ isto pode ser comprovado por meio de tabelas de verdade.

2) Toda formula pode ser transformada para a FNC e para a
FND.

3) Os itens 1, 2 e 3 sdo os mesmos para ambas as transforma-
c¢oes, para a FNC e para a FND.

4) Uma férmula na FNC serd uma tautologia sempre que em
cada membro da conjungdo (conjuntivo) existir uma variavel
proposicional e sua negacdo como membros da disjungdo inclu-
siva (disjuntivo).

5) Uma férmula na FND sera uma contradigdo sempre que,
em cada membro da disjuncao inclusiva (disjuntivo), existir uma
variavel proposicional e sua negagdo como membros da conjun-
¢do (conjuntivo).

6) Quando necessario, em ambas as transformacgdes, o que
estudamos sobre parénteses devera ser considerado.

7) A utilizagdo das “Leis Comutativas” e “Leis Distributivas”
convenientemente transformam uma formula da FNC para a
FND e vice-versa.
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3.3.3 Simplificacdo de formulas através dos diagramas de
Karnaugh

Como o leitor observou, os procedimentos para a construgao
de formulas ou de transformacao de férmulas para as formas nor-
mais conjuntiva ou disjuntiva geralmente nos conduzem a for-
mulas que devem ser simplificadas. Até aqui a simplificacao de
formulas foi realizada mediante a utilizagdo de equivaléncias 16-
gicas. Agora apresentaremos, de maneira breve, uma opgao para
a simplificagdo de formulas: os diagramas de Karnaugh.

Os diagramas de Karnaugh? sdo bastante utilizados para a
simplificagdo de foérmulas nas formas normais padronizadas,
com duas, trés, quatro, cinco ou mais variaveis, sendo que para
cada caso existe um tipo de diagrama mais apropriado.

Para o restante deste capitulo o termo variavel representara
uma formula qualquer, e sera denotada por letras maiusculas do
alfabeto, podendo assim ser simplesmente uma variavel proposi-
cional do Célculo Proposicional, e deixamos por conta do leitor
refletir se os diagramas de Karnaugh sdo aplicaveis quando estas
variaveis ndo sdo simplesmente varidveis proposicionais.

3.3.3.1 Diagrama de Karnaugh para 1 variavel
Para uma variavel, temos o seguinte diagrama:

-A A

No quadro, temos as regides da variavel A:
A regido onde VI(A) =V é:

-A A

2 Mais sobre diagramas de Karnaugh pode ser encontrado no livro Ldgica e
dlgebra de Boole, de Jacob Daghlian.
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Aregido onde vI(A) =F (ouvl(-A)=V) é&:

-A A

Observe que toda formula que contém uma unica variavel
proposicional, digamos p, € logicamente equivalente a p, oua - p, ou
ap Vv -p (aquelas que sdo tautologias), ou a p A - p (aquelas que
sdo contradi¢des). Portanto, os diagramas de Karnaugh para uma
variavel proposicional sdo dispensaveis.

3.3.3.2 Diagrama de Karnaugh para 2 varidveis
Para duas variaveis, temos o seguinte diagrama:

-B B

-A

A

No quadro, temos as regides das variaveis A e B:
A regido onde vI(A) =V é:

A regido onde vI(A)=F (ouvl(-A)=V)é:
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-B B
-A
A
A regido onde vI(B) =V é:
-B
-A
A

A regido onde vI(B)=F (ouvl(- B)=V)

-B B

-A

A

Com duas variaveis, podemos obter 4 possibilidades:

A|B

V|V | Caso0
V| F Caso 1
F | V| Caso2
F | F Caso 3
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No caso 3, temos VI(A) =F e vI(B) = F. Aregido do diagrama
que mostra esta condi¢do ¢ a obtida da intersecg¢do das regides
onde vl(A) =F e vl(B) = F. A intercessdo destas regides é:

-B B

-A

A

Esta regido é chamada de regido (- A A - B).

No caso 2, temos VI(A) =F e vI(B) = V. Aregido do diagrama
que mostra esta condigdo € a da intersecg¢do das regides onde
vl(A) =F (ou vl(- A) =V ) e vl(B) = V. Fazendo esta interseccio,
temos:

-B B

-A

A

Esta regido ¢ chamada de regido (- A A B).
No caso 1, temos a intersec¢do das regides onde vl(A) =V e
vl(B) =F (ou vl(- B) = V). Fazendo esta intersecc¢ao, temos:

Esta regido ¢ chamada de regido (A A - B).
No caso 0, temos a intersec¢ao das regides onde vI(A) =V e
vl(B) = V. Fazendo esta intersecg¢do, temos:
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Esta regido ¢ chamada de regido (A A B).
Podemos distribuir, entdo, as 4 possibilidades neste diagrama,
da seguinte forma:

-B B

-A| Caso3 | Caso2

A| Casol | Caso 0

Logo, notamos que cada linha da tabela da verdade possui
sua regiao prépria no diagrama de Karnaugh. Essas regides sdo,
portanto, os locais onde devem ser colocados os valores que a
formula assume nas diferentes possibilidades.

Para entendermos melhor o significado deste conceito, vamos
utilizar um exemplo:

A tabela de verdade abaixo mostra o estudo de uma féormula
S de duas variaveis. Vamos colocar seus resultados no diagrama
de Karnaugh.

A B S

\% A% \"% Caso 0
\Y F A" Caso 1
F \% A% Caso 2
F F F Caso 3
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Utilizando o primeiro processo de constru¢do de férmulas,
obtemos a seguinte formula:
(AAB)V(AA-B)v(-AAB),
que esta na forma normal disjuntiva padronizada.
Primeiramente, vamos colocar no diagrama o que a férmula S
assume no caso 3, ou seja, vamos colocar o valor que a formula
S assume para este caso na regido (- A A - B):

-B B

-A F

A

Agora, vamos colocar no diagrama o valor que a formula S
assume no caso 2 na regiao (- A A B):

-B B

-A v

A

Em seguida vamos colocar no diagrama o valor que a formula
S assume no caso 1 na regido (A A - B):
-B B

-A

A v

E, finalmente, colocamos no diagrama o valor que a formula
S assume no caso 0 na regidao (A A B):
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-B B

-A

A A%

Temos, agora, a tabela de verdade a formula (AAB) v (AA-B) v
(- A A B), descrita no diagrama de Karnaugh:

-B
-A F v
A v v

Uma vez entendida a colocacdao dos valores assumidos pela
formula em cada caso no diagrama de Karnaugh, para efetuar
a simplificacdo de uma féormula S na forma normal disjuntiva
padronizada utilizamos o seguinte método:

* Tentamos agrupar as regides onde vI(S) = V, no menor
numero possivel de grupos, onde um grupo é o conjunto
de, no maximo, duas regides onde vI(S) =V, e no caso de
duas regides, estas tem um lado em comum, ou seja, sdo
adjacentes.

* Asregides onde vI(S) =V que ndo puderem ser agrupadas,
serdo consideradas isoladamente.

* Se necessario, um mesmo valor légico V pode ser agrupa-
do mais de uma vez.

No exemplo anterior, temos:

-B ,]i

-A F V\
A Q A" grupo 1

grupo 2
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A variavel (ou negagdo de variavel) que se repetir em cada
grupo permanece na formula. A variavel que ndo se repete € eli-
minada.

A formula simplificada sera a disjungao inclusiva da conjun-
¢do (pois estamos trabalhando com uma férmula na forma nor-
mal disjuntiva padronizada) das variaveis (ou negacao de varia-
veis) que permanecerem na formula.

No exemplo, nenhum valor légico V ficou fora dos grupos.
No grupo 1 a variavel que se repete € a variavel A, e no grupo 2
a varidvel que se repete € a variavel B.

Assim, a formula S simplificada que desejamos é:

AvB.

Como permaneceu apenas uma variavel em cada grupo, a
conjungao nao foi utilizada.

Como podemos notar, esta é a disjungdo inclusiva entre A e
B, concordando com a tabela de verdade deste exemplo. Outro
fato a ser notado € que a formula obtida, diretamente da tabela da
verdade, € visivelmente maior que a formula minimizada.

Para uma formula S na forma normal conjuntiva padronizada,
0s passos para a sua simplificagdo sdo os seguintes:

» Tentamos agrupar as regioes onde vI(S) = F, no menor
numero possivel de grupos, onde um grupo é o conjunto
de, no maximo, duas regides onde vI(S) = F, e no caso de
duas regides, estas tem um lado em comum, ou seja, sdo
adjacentes.

* Asregides onde vI(S) = F que ndo puderem ser agrupadas,
serdo consideradas isoladamente.

* Se necessario, um mesmo valor logico F pode ser agrupa-
do mais de uma vez.

Para cada variavel (ou nega¢do de variavel) que se repetir em
cada grupo permanecera na féormula a sua negagdo. A variavel
que ndo se repete € eliminada.

A formula simplificada serd a conjun¢@o da disjungao inclu-
siva da negacdo (pois estamos trabalhando com uma férmula na
forma normal conjuntiva padronizada) das variaveis (ou negagao
de variaveis) que permanecerem na férmula.
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Exemplo: Vamos simplificar a formula da tabela de verdade
abaixo:

o< < | >
mi<|m|<|w
||| < |»

Obtendo a formula S diretamente da tabela, pelo segundo pro-
cesso de construcdo de formulas, obtemos:
-AvB)A(Av-B)A(AvB),
que esta na forma normal conjuntiva padronizada.
Transportando a tabela para o diagrama, mediante processo ja
visto, obtemos:

-B B
-A F F
A v v

Agora, vamos agrupar os valores logicos F:
-B B

Al

A \F / \'% grupo 1

gru\ﬁo 2

No grupo 1, a variavel que se repete é a variavel - A. E no
grupo 2, a variavel que se repete é a variavel - B, assim permane-
cerdo na formula--Ae-- B, ousejaAeB.

Logo, a formula simplificada é:

AAB.
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Como permaneceu apenas uma variavel em cada grupo, a dis-
jungdo inclusiva ndo foi utilizada.

3.3.3.3 Diagrama alternativo de Karnaugh para 2 varidveis
Para duas variaveis, temos também o seguinte diagrama al-

ternativo:
AeB
AeB Ae-B -Ae-B -AeB

| Caso 0 Caso 1 Caso 2 Caso 3

concordando com a tabela:

A B

\% \"% Caso 0
\% F Caso 1
F \% Caso 2
F F Caso 3

Os quadrados que possuem um lado em comum sdo adjacen-
tes, e neste diagrama consideramos também o primeiro (Caso 0)
e o ultimo (Caso 2) como adjacentes.

Os quadrados adjacentes diferem apenas por uma variavel ou
pela negagdo de uma variavel.

Observe a sequéncia dos casos neste diagrama: Caso 0, Caso
1, Caso 3 e Caso 2 e que, ao passarmos de um quadrado para ou-
tro adjacente, somente uma variavel muda de valor logico.

3.3.3.4 Diagrama de Karnaugh para 3 variaveis
Para trés variaveis, temos o seguinte diagrama:
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AeB
C AeB Ae-B -Ae-B -AeB
Caso 0 Caso 2 Caso 5 Caso 7
C| Casol Caso 3 Caso 4 Caso 6

concordando com a tabela:

A B C

\'% \'% \% Caso 0
A" \% F Caso 1
\% F \% Caso 2
A% F F Caso 3
F F F Caso 4
F F \% Caso 5
F \% F Caso 6
F \% \% Caso 7

Um quadrado de cima e o logo abaixo dele sdo adjacentes
(os casos 2 e 3 por exemplo) e um quadrado e o logo a sua di-
reita também sdo adjacentes (os casos 2 e 5 por exemplo). Neste
diagrama consideramos também o primeiro (Caso 0) e o ultimo
(Caso 7) superiores ¢ o primeiro (Caso 1) e o ultimo (Caso 6)
inferiores como adjacentes.

Os quadrados adjacentes diferem apenas por uma varidvel ou
pela negagdo de uma varidvel.

Observe a sequéncia dos casos neste diagrama.

Portanto, ao passarmos de um quadrado para outro adjacente,
somente uma variavel muda de valor logico.

Para efetuar a simplificagdo de formulas na forma normal dis-
juntiva padronizada, utilizamos o seguinte método:

* Agrupamos as regides onde o valor logico ¢ V, para formar
grupos de 2" (1, 2 ou 4, pois para 8 valores logicos V te-
mos uma tautologia) valores l6gicos V, no menor niamero
possivel de grupos.
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* As regides onde os valores logicos V ndo puderem ser

agrupadas, serdo consideradas isoladamente.

* Se necessario, um mesmo valor logico V pode ser agrupa-

do mais de uma vez.

As varidveis (ou negagdo de variaveis) que se repetirem em
cada grupo permanecem na féormula. As varidveis que ndo se re-
petem sao eliminadas.

A formula simplificada sera a disjungao inclusiva da conjun-
¢do (pois estamos trabalhando com uma férmula na forma nor-
mal disjuntiva padronizada) das variaveis (ou negacao de varia-
veis) que permanecerem na formula.

Exemplo: Construindo o diagrama de Karnaugh para a formula
(AABAC)V(AA-BA-C)Vv(-AABACQ),
que esta na forma normal disjuntiva padronizada obtemos:

AeB

C AeB Ae-B -AeB -Ae-B
C A" F F A%

F A% F F

Assim, a formula simplificada é:
BAC)V(AA-BA-Q).

Para simplificar uma féormula S na forma normal conjuntiva

padronizada, utilizamos o seguinte método:

* Agrupamos as regides onde o valor logico ¢ F, para formar
grupos de 2" (1, 2 ou 4, pois para 8§ valores logicos F temos
uma contradi¢ao) valores logicos F, no menor numero pos-
sivel de grupos.

* As regides onde os valores logicos F nao puderem ser
agrupadas, serdo consideradas isoladamente.

* Se necessario, um mesmo valor l6gico F pode ser agrupa-
do mais de uma vez.

Para cada variavel (ou negagao de variavel) que se repetir em

cada grupo permanecera na féormula a sua negagdo. As variaveis
que ndo se repetem sdo eliminadas.
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A foérmula simplificada sera a conjungdo da disjuncao inclusi-
va (pois estamos trabalhando com uma formula na forma normal
conjuntiva padronizada) das variaveis (ou negagdo de variaveis)
que permanecerem na férmula.

Exemplo: Construindo o diagrama de Karmaugh para a formula:

(AvBVOAAV-BVv-CO)A(-AvBvO),
que esta na forma normal conjuntiva padronizada obtemos:

AeB

C v v v F
v F F A"

e assim a formula simplificada é:
BvCOAAV-Bv-0).

2.3.3.5 Diagrama de Karnaugh para 4 ou mais varidveis
Para quatro variaveis, temos o seguinte diagrama:

AeB
CeD AeB Ae-B -Ae-B -AeB

CeD
Ce-D
-Ce-D
-CeD

O algoritmo para se utilizar este diagrama ¢ o mesmo do
diagrama para trés variaveis, lembrando que um quadrado de
cima e logo abaixo sdo adjacentes. Um quadrado e o logo a sua
direita também sdo adjacentes, e neste diagrama consideramos
também que em cada linha o primeiro e o ultimo quadrado sdo
adjacentes, e também em cada coluna do diagrama o primeiro
quadrado e o ultimo quadrado sdo adjacentes.

Podemos construir diagramas de Karnaugh para cinco va-
riaveis:
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E -E E
cB eB
CeD AeB Ae-B -Ae-B -AeB CeD AeB Ae-B -Ae-B -AeB
CeD CeD
Ce-D Ce-D
_Ce-D -Ce-D
-CeD -CeD

ou para seis variaveis:

E -E E
F AeB AeB
CeD AeB Ae-B -Ae-B -AecB CeD AeB Ae-B -Ae-B-AeB
CeD CeD
F
Ce-D Ce-D
AeB AeB
CeD AeB Ae-B -Ae-B -AcB CeD AeB Ae-B -Ae-B-AeB
CeD CeD
-F
Ce-D Ce-D
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Como o leitor j& deve ter notado, a partir de sete variaveis o
processo de representagdo torna-se bastante complicado, tornan-
do-se impraticavel.

3.4 Exercicios propostos
1) Considere a tabela de verdade:

p
A%
A%
F
F

mi<|im|<|e
T < | < | >

Obtenha uma formula A e simplifique-a, se possivel.

2) Considere a tabela de verdade:

i< << < o
<l< |||l <|< e
<< |l <|H|<|=
<l <|m|mimimi<|i<|»>

Obtenha uma formula A e simplifique-a, se possivel.

3) Verifique sem o uso de tabelas de verdade (ou seja, cons-
truindo a FNC ou a FND) se a formula dada, em cada item, é uma
tautologia, contradi¢do ou contingéncia:

a)(p—>qVv(q—p)
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b)(p—>q@ —>p) —>p
o)-pAr-q9—>(q—>p)
dp—>q9vp

e ((p>)A(@>DA-1)>(-pVv-q)
Dparlp—>9A-q
g-pArgA(T—-p)
hy(p—>(@—>1)ApAaqa-r
DpA-qA-TA-(Q—T)



Regras de inferéncia ou
Regras de deducao

As vezes, mostrar que uma certa formula é uma tautologia,
contradi¢do ou contingéncia, através de tabela de verdade, se tor-
na um procedimento exaustivo. Por exemplo, para uma formula
com 10 varidveis proposicionais distintas, teremos uma tabela de
verdade com 1024 linhas. Por isso, torna-se necessario encontrar
um método para podermos decidir o cardter de uma certa formu-
la dada, isto ¢, demonstrar que dada férmula € consequéncia logi-
ca de um certo conjunto de féormula(s), e para tanto sabemos que
se o valor(es)-l6gico(s) da(s) formula(s) deste conjunto for(em)
verdadeiro(s) (V), entdo o valor logico da formula dada também
deve ser verdadeiro (V).

Por exemplo, vamos supor que estamos interessados em des-
cobrir se a féormula - p € consequéncia logica das seguintes for-
mulas (p, > q), (r > -q),re(-p,— -p).

Vimos que, sendo A, A, ---, A e B formulas, dizer que A ,
A, A |- B € 0o mesmo que dizer que (A, AA A - AA)) |-B,
ou que |- (A, AA A - AA ) — B). Assim, voltando ao exem-
plo anterior, para mostrar que a formula - p é consequéncia logica



Regras de inferéncia ou Regras de dedugéao 79

das formulas (p, = q), (r - - q), r e (- p,— - p), 0 que de fato
ocorre, necessitamos mostrar que:
(P> )A@C—>-q)ATA(Gp,—=>-p) F-p
que € 0 mesmo que mostrar que:
F((p,>a)A@—>-q)ATA(-p,—-D) = -D)

Para qualquer uma das opgdes que escolhamos, teremos que
enfrentar um procedimento no minimo trabalhoso, uma vez que
temos nesse simples exemplo quatro variaveis proposicionais en-
volvidas.

Precisamos entdo desenvolver uma procedimento mais eficaz
para este tipo de verificacao.

De agora em diante, neste capitulo, para facilitar a linguagem
e a compreensdo, quando necessitarmos representar uma formula
qualquer por uma letra maitscula do alfabeto acompanhada ou
ndo por indices inferiores que pertengam ao conjunto dos niime-
ros inteiros ndo negativos (Z,) o faremos sem necessariamente
definirmos previamente. Isto €, at¢ o0 momento definiamos, seja
A, ou B, -+, ou Z, acompanhadas ou ndo por indices inferiores
que pertencam ao conjunto dos numeros inteiros nao negativos
(Z,) uma férmula e de agora em diante, ndo mais faremos obri-
gatoriamente esta citaco.

Na notagdo A, A,, -, A |— B, utilizada para indicar que a
formula B € consequéncia logica das formulas A, A, -+, A , as
formulas A, A,, ---, A recebem, a partir de agora, o nome de
premissas ou hipoteses e a formula B de conclusdo ou tese.

Defini¢ao: Um argumento € qualquer conjunto de féormulas
do qual se afirme que uma delas é a conclus@o e a(s) outra(s)
€(sdo) a(s) premissa(s). Um argumento & legitimo ou valido se ¢
somente se a conclusdo é consequéncia logica da(s) premissa(s).

Concordando com a defini¢do e com a nomenclatura logo aci-
ma apresentadas, se as formulas A, A, ---, A , B compdem um
argumento valido, no qual A , A, ---, A sdo as premissas e B ¢ a
conclusdo, este argumento serd denotado por A, A, -+, A_ |—B.

Assim, precisamos de um procedimento para tentar mostrar
que a(s) premissa(s) ou hipotese(s) implica(m) logicamente a
conclusdo, ou seja, para verificarmos a validade de um argumen-
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to sem construirmos tabelas de verdade. Vamos entdo, introduzir
uma série de regras de inferéncia ou regras de dedugdo para tal
objetivo.

Defini¢ao: Uma regra de inferéncia ou regra de dedugdo é
um procedimento capaz de obter uma conclusdo a partir de um
conjunto de premissa(s) ou hipotese(s) (no minimo uma) de
modo que a seguinte condi¢do seja satisfeita:

* Se o(s) valor(es)-logico(s) da(s) premissa(s) ou hipotese(s)
€(sdo) verdadeiro(s) (V), entdo o valor logico da conclusao
que dela(s) se deduz sera verdadeiro (V). Em outras pala-
vras, nunca se da o caso em que o(s) valor(es)-ldgico(s)
da(s) premissa(s) ou hipdtese(s) é(sdo) verdadeiro(s) (V),
e o valor logico da conclusdo é falso (F).

A definicdo acima nos diz que se obtivermos uma conclusao,

a partir de um conjunto de premissa(s), utilizando apenas regras
de inferéncia, a conclusdo sera consequéncia logica da(s) pre-
missa(s).

Enunciaremos agora as regras de inferéncia ou regras de de-
dugdo, observando que ao invés de usarmos a notagdo A , A , -+,
A |} B, como de costume, usaremos a notagao:

em que a(s) formula(s) que esta(ao) acima do trago é(s@o) a(s)
premissa(s), e a formula abaixo do trago € a conclusdo.

Para tanto, sejam entdo A, B, C, e D formulas quaisquer. Va-
lem as seguintes regras:

Modus Ponens (MP):
A
A—>B
B
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Modus Tollens (MT):
-B
A—>B
-A

Adjuncio (A):
A
B
AAB
Simplificacio (S):
AAB AAB
A B

Modus Tollendo Ponens (TP):
AvB
-A
B

Lei da Adicao (LA):
A
AvB

Silogismo Hipotético (HS):
A—>B
B> C
A—>C

Silogismo Disjuntivo (DS):
AvB
A->C
B—->D
CvD

Observacdo: Por meio de tabelas de verdade, podemos ve-
rificar em todas as regras de inferéncia que a conclusdo é con-
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sequéncia logica da(s) premissa(s), ou seja, todas as regras de
inferéncia sdo argumentos legitimos.

Apresentaremos a seguir um esquema de demonstragao, isto
¢, uma sequéncia de passos logicos que permitem a partir de pre-
missa(s) obter uma conclusdo que se deseja, em que cada passo
logico € permitido por uma regra de inferéncia ou por uma equi-
valéncia logica.

Suponhamos que desejamos demonstrar a formula B a partir
das premissas A, A, .-, A , ou seja, desejamos mostrar que a
formula B € consequéncia logica das n premissas A , A, .-+, A .
Em geral, este problema se apresenta da seguinte maneira:

Demonstre: B

1 A
@ A,
m A

n

As premissas foram numeradas para que possamos justificar
cada passo dado. Para obtermos a linha (n + 1) na demonstragio
acima devemos utilizar alguma regra de inferéncia ou alguma
equivaléncia logica para justificar o passo dado. Por exemplo, se
obtivermos a linha (n + 1) aplicando a regra Modus Ponens nas
linhas (1) e (2) a nossa demonstragao se torna:

Demonstre: B

(1 A,
() A,
m A,
m+1) A MPL2

em que A , ¢ a formula da linha (n + 1) e MP 1, 2 significa
que esta formula foi obtida pela aplicagdo da regra de inferéncia
Modus Ponens nas linhas (1) e (2). Continuando assim sucessi-
vamente, devemos construir a nossa demonstragio passo a passo,
justificando cada passo dado por meio de uma regra de inferéncia
ou de uma equivaléncia logica, até obtermos a formula B, a con-
clusdo desejada.
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Observamos que o esquema de demonstracdo que apresenta-
mos nos permite verificar a validade de um argumento no qual
A, A, -, A sdo as premissas € B € a conclusdo, isto €, nos
permite verificar que A , A, -+, A |— B. Este esquema é completo
e correto, isto €, podemos provar todos os argumentos validos, e
apenas esses, nesse esquema.

Exemplos:

1) Demonstre: B

(HhA—>B

2)A

3)B MP 1,2
2) Demonstre: A

(HhB—>A

2)B

B3)A MP 1,2
3) Demonstre:C

(HhA—>B

(2) (A—>B)->C

3)C MP 1,2
4) Demonstre: - A

(HhA—>B

2)-B

3)-A MT 1,2
5) Demonstre: D A - E

(HD

2)-E

3)DA-E Al,2
6) Demonstre: A

(HAAC

2)A S1
7) Demonstre: B

(HhCvB

2)-C

3)B TP 1,2
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8) Demonstre: A v B
(HA
2)AvB

9) Demonstre: A ->C
(HhA—>B
(2)B—>C
B3)A—>C

10) Demonstre: A v B
(hCvD
2)C—>A
3)D—>B
4HAvB

11) Demonstre: A A B
(HBAA
2)AAB

12) Demonstre: E v F
(HFVE
2)EVF

13) Demonstre: - (R A S)
(H-Rv-S
(2)-(--Ra--8)
(3)-(RAS)

14) Demonstre: A — B
(hA—B
2)(A—>B)A (B—>A)
(3)(A—B)

15) Demonstre: A
(HhB->C
2)B
3)-A—>-C
4 C
5)--C
©6)--A
MHA

LAl

HS 1,2

DS1,2,3

CL1

CL1

DL 1
DN 2

LB 1
S2

MP 1,2
DN 4
MT3,5
DN 6
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Observacao: As regras de inferéncia devem ser aplicadas exata-
mente como elas se apresentam. No ultimo exemplo tinhamos:
3)-A—>-C
“4C MP 1,2
Para aplicarmos a regra de inferéncia Modus Tollens devemos
ter a negacdo da formula - C que é - - C (e ndo C). Portanto, deve-
mos antes de aplicar a regra de inferéncia Modus Tollens, aplicar
a regra de inferéncia Dupla Negacdo na linha (4).
A seguir, apresentamos exercicios de fixagdo resolvidos com
o intuito de reforgar a pratica e assimilacao das regras. Mas, para
tanto, sugerimos que a resolucdo destes exercicios seja feita a
parte e a resposta apresentada seja observada apenas no caso de
dificuldades no processo de resolucio.

1) Demonstre: - C
(HhA—>-C
2)B—>A
3)B
4 A MP 2,3
(5)-C MP 1, 4
2) Demonstre: C
(HhA—>BAD
2)BAD—->C
3)A
4)BAD MP 1,3
5)C MP 2, 4
3) Demonstre: - B
(HC
2)C—>-A
3)-A—>-B MP 1,2
4 -A MP 3, 4
5)-B
4) Demonstre: - C
(HhA—-B
2)A
3)-B—D
@HD—-C
(5)-B MP 1,2
(6) D MP 3,5
(7)-C MP 4,6
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5) Demonstre: - - C

(HhB—>C

2)B

3)C MP 1,2
4--C DN 3

6) Demonstre: B v C

(DA—--(BvCO)

2)A.

3)--BvO MP 1,2

4 BvO) DN 3
7) Demonstre: C

(HhA—-BA D

2)A

B3)BAD— --C

4BAD MP 1,2

5)--C MP 3,4

(6) C DN 5
8) Demonstre: A A B

(HhC—>-D

2)D

3)-C>AAB

4--D DN 2

5)-C MT 1,4

(6)AAB MP 5, 3
9) Demonstre: A

(HB

2)-A—>-B

3)--B DN 1

@--A MT 2,3

5)A DN 4
10) Demonstre: - A

(HhA—>B

2)B->C

3)C—>D

4-D

5)-C MT 3,4

(6)-B MT2,5

M-A MT 1,6



Regras de inferéncia ou Regras de dedugéao

87

11) Demonstre: - B
(Hh-AAC
2)B—>A
3)-A
4 -B

12) Demonstre: - - B
(HDAAB
2B
3)--B

13) Demonstre: - B A A
(Hh-B>A
(2)-(CAA)
3)B>CAA
4 -B
S)A
(6)-BAA

14) Demonstre: A
(HhBAC
2)C->D
3)B—>E
4DAE—>A
5B
(6) C
(7)D
®E
9 DAE
(100 A

15) Demonstre: A
(HhAvB
2)-C
3)B->C
4 -B
5)BVvA
(6) A

S1
MT 2,3

S1
DN 2

MT 2,3
MP 1,4
A4,5

S1
S1
MP2,6
MP 3,5
A7,8
MP 4,9

MT 2,3
CL1
TP 4,5
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16) Demonstre: A A B

(HB

2)B—>-C

3)AvC

@ -C MP 1,2

B5)CvA CL3

(6) A TP 4,5

(HAAB Al,6
17) Demonstre: A

(hC—>AvB

2)--C

3)-B

4 C DN 2

5)AvB MP 1, 4

(6)BVA CL5

(MHA TP3,6
18) Demonstre: - C

(H-Cv-A

2)--A

3)-Av-C CL1

@ -C TP2,3
19) Demonstre: A— B

(HhCv(A—>B)

2)-C

3)A—>B TP 1,2
20) Demonstre: Av - C

(HB

2)-A—>-B

3)--B DN 1

@--A MT 2,3

5)A DN 4

(6)Av-C LAS
21) Demonstre: E

(HDAA-C

2)B->C

3)BvD

4 DAA>SE

5)-C

(6) A

v, n
—_—
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(7-B
8) D
9 DAA
(10) E

22) Demonstre: B
(H-A
2)-B->C
B3)C—>A
@ -C
5)--B
(6)B

23) Demonstre: - C
(Hh)-D>EvVA
2Q)EvA—>-C
3)-A—>-B
4B
5)A—>-D
©6)-D—>-C
(7)--B
®--A
A
(10)-D
(11 -C

24) Demonstre: C
(HhDv-A
2)-A—>B
3)D->C
4 -B
5)--A
(6)-AvD
(7)D
®)C

25) Demonstre: - D A B
(DBA-A
2)Av-C
3)D->C
4B
5)-A
(6)-C
(7)-D
&) -DAB

MT 2,5
TP 3,7
A6,8
MP 4,9

MT 1,3
MT 2,4
DN 5

HS 1,2
DN 4
MT 3,7
N8
MPS5, 9
MP 6, 10

MT 2,4
CL1

TP S5, 6
MP 3,7

S1
S1
TP 2,5
MT 3,6
A4,7
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26) Demonstre: - A v B

(Hh-CvD

2)-C>-A

3)D—>B

4)-AvB DS1,2,3
27) Demonstre: A

(HhAvB

2)B>C

3)-C

4 -B MT 2,3

(5)BVvA CL1

(6) A TP 4,5
28) Demonstre: B A D

(HAvC

2)-C

3)A—>DAB

4 CvA CL1

5)A TP2,4

(6)DAB MP 3,5

(7Y)BAD CL6
29) Demonstre: B A A

(H)(AAB)vD

2Q)E—>-D

3)C—-D

4 EvC

5)-Dv-D DS2,3,4

(6)-D LIS

(7Y)Dv(AAB) CL1

®)AAB TP 6, 7

9 BAA CL8
30) Demonstre: C

(H)D—>E

QE—>A

B)D—->A)—>-B

4BvC

S D-o>A HS 1,2

(6)-B MP 3,5

(NHC TP 4,6
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31) Demonstre: - B
(1)-(AAD)
2)-D->C
B3)-A->C
4#HB—>-C
5)-Av-D
6)CvC
(N C
®)--C
9-B

32) Demonstre: A A E
(H-B>-(Dv-0)
2)C>EAA
3)-B
@-DOv-0)
5)-Da--C
6)--C
(N C
®)EAA
9DAAE

33) Demonstre: D
(Hh-A—>B
2)C—>B
3)Cv-A
4-BvD
5)BvB
(6)B
(7)--B
8D

34) Demonstre: - D
(HhA—>-D
2)(AAB)vC
B3)C—>(EVEF
4 -EA-F
(5)-(--Ev--F)
(6)- (EVF)

(7 -C
8)Cv(AAB)
9AAB
(100 A

(1) -D

DL1
DS2,3,5
LI6
DN 7
MT 4, 8

MP 1,3
DL 4
S5
DN 6
MP 2,7
CL38

DS1,2,3
LIS
DN 6

TP 4,7

DL 4
DN 5
MT 3,6
CL2
TP 7, 8
S9

MP 1, 10
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35) Demonstre: A v - B

(LOEvF—>-B

2)C—>E

3)D—>F

4 CvD

(5)EVF DS2,3,4

(6)-B MP 1,5

(MH-BvA LAG6

(8)Av-B CL7
36) Demonstre: C v B

(HhC«e D

2)DvA

3)A—>B

@ (C—->D)A(D—>C) LB 1

S D->C S4

6)CvB DS2,3,5
37) Demonstre: B > A

(hC+<B

2)C—>A

B3)(C—>B)AB->C) LB 1

3)B->C S3

4)B—-o>A HS 2,4
38) Demonstre: - (- A A - B)

(HC«-B

2Q)AA

3)CvA

4 (C->B)AB->0C LB 1

B A->AAADA) LB 1

6)C—>B S4

(MA->A S5

®)BVA DS 3,6,7

9AvVB CLS8

(10)-(-AA-B) DL9
39) Demonstre: - (A A B)

(HhA—>-A

2)Bo-A

3)CvD—>B

4 A->B)—>C

S)B—>-A)A(-A—>B) LB1

(6)-A—>B S5

(7)A—>B HS 1,6
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(8)C
(9)CvD
(10) B
(1HB—>-A
(12) - A
(13)-Av-B
(14) - (A A B)

MP 4,7
LA

MP 3,9
S5

MP 10, 11
LA 12
DL 13

Ja observamos anteriormente que as regras de inferéncia de-
vem ser aplicadas exatamente como elas se apresentam. No en-
tanto € comum observar tentativas de aplica-las utilizando como
premissa uma subformula desta, ou seja, utilizando apenas uma
parte de alguma premissa. Esta ¢ uma pratica que nao aconselha-
mos, pois, por exemplo, se aplicamos erroneamente a Simplifica-
¢do a formula - (A A B) obtendo como conclusdo - A ou - B temos
que qualquer uma destas ndo € consequéncia logica de - (A A B),
conforme mostra a tabela a seguir:

A|B| AAB -(AAB) | -A | -B
V|V v F F F
V| F F v F v
F|V F A% v F
F|F F A% v v

Por outro lado, aplicando Modus Ponens as premissas A e
- (A > B) para obter como conclusdo - B, temos que - B € con-
sequéncia logica de A e - (A — B), como mostra a tabela abaixo:

A|B| A>B | -(A>B) | -B
VAR \ F F
V| F F s v
F|V Y% F F
F|F % F v

O mesmo acontece com muitas outras situagdes, como por
exemplo, aplicando a regra Modus Ponens as premissas A e
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(A = B) A C para concluir B A C, e entdo poderiamos ter muitas
outras regras de inferéncia. Mas veja que estas novas regras sao
desnecessarias, ou na verdade ndo sdo novas, elas resultam da
aplicac@o de regras ja conhecidas. No exemplo dado, a partir das
premissas A e (A — B) A C aplicando as regras Simplificacao,
Modus Ponens e Adjungao, obtemos a conclusao desejada B A C.

Por isso, reafirmamos que as regras de inferéncia devem ser
aplicadas exatamente como elas se apresentam e ndo devemos
aplica-las a partes de premissas.

4.1 Consisténcia e inconsisténcia

Definicio: Diremos que um conjunto de férmulas é consis-
tente se existir uma atribuicdo de valores verdade feita as varia-
veis proposicionais das formulas desse conjunto, de modo que os
valores logicos das formulas desse conjunto sejam simultanea-
mente verdadeiros (V). Caso contrério diremos que esse conjun-
to € inconsistente.

Exemplo: Consideremos o seguinte conjunto de formulas:

(DpAa-q
2 -@vaq
G)p—p,

Observe que, fazendo vl(p) =V, vl(q) = F, vi(r) =F, e vl(p)) = V,
teremos VlI(p A-q) =V, VI(- (r v q)) =V, e vl(p — p,) = V. Assim,
o conjunto de formulas deste exemplo ¢ consistente.

Exemplo: Consideremos o seguinte conjunto de formulas:

D-q-or
2)-rvr,
3)-(pv9g
@-p—-1

Observe que para que tenhamos vI(- (p v q)) =V a Unica atri-
buicdo que nos serve € vl(p) = vl(q) = F. Assim, para que tenha-
mos vl(- ¢ = r) =V, devemos exigir unicamente que vl(r) =V e
também que vI(r,) = F. Mas, desta forma, temos vI(-r v r,) = F. Por-
tanto, ndo existe atribui¢ao de valores verdade feita as variaveis
proposicionais dessas formulas de modo que os valores logicos
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delas sejam simultaneamente verdadeiros (V). Logo, o conjunto
¢ inconsistente.

Vejaquese A, A, ---,A € um conjunto inconsistente, a regra
de inferéncia Adjungdo nos permite concluir que A AA, A -+ AA €
uma contradi¢do. Isto nos conduz a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao: Diremos que um conjunto de formulas é inconsis-
tente se dele deduzirmos uma contradi¢do, isto é, se através do
uso de regras de inferéncia pudermos, a partir desse conjunto de
formulas, chegar a uma contradi¢do. Observe que toda formula
que ¢ uma contradi¢do € logicamente equivalente a uma formula
do tipo A A - A, em que A é uma férmula.

Exemplos:
1) Consideremos o seguinte conjunto de formulas:
D-q-or
(2)-tvr,
3)-(pva
@-p—o-r,
Vamos mostrar que este conjunto de férmulas € inconsistente.
()-q—r
(2)-rvr,
3)-(pvag
@)-p>-r,
3)-pr-q DL3
6)-q S5
Mr MP 1,6
®-p S5
9)-r, MP 4, 8
(10)r, v-r CL2
(11) -r TP9, 10
(12)rA-r A7, 11

A linha (12) caracteriza uma contradi¢@o, pois ¢ uma formula
do tipo A A - A, em que agora A é a formula r. Portanto, o conjun-
to de formulas deste exemplo ¢ inconsistente.

2) O conjunto de formulas:

MDp—q
2)q—or
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(B)-rvr,
¢ consistente, pois se tomarmos vil(p) =V, vl(q) =V, vir) =V
evlr)=Vtemosvlp—>q)=V,vll@q—>r)=Vevl(-rvr)=V.
3) O conjunto de formulas

(Dp, —p
2) p, AT
B)gq—o-r
@ pv r,—>q

¢ inconsistente, pois pela demonstracao:
©)p, 52
©)r S2
7)--r DN 6
®)-q MT 3,7

9-(pvr) MT 4, 8

(10)-pA-r, DL9

() -p S 10

(12)pA-p A5, 11
obtemos a contradi¢do p A - p.

As definigoes dadas ainda valem se o conjunto de formulas
em questao for formado por apenas uma formula.

Observe que de um conjunto de férmulas inconsistente po-
demos deduzir qualquer férmula, pois a partir de um conjunto
de formulas inconsistente, em uma certa linha (i), obtemos uma
contradi¢do do tipo:

ANn-A,
em que A ¢ uma férmula.
Continuando a aplicagdo de regras de inferéncia podemos obter:

(1) An-A

i+1) A Si

i+t2) AvB LAi+1
i+3) -A Si

(it4) B TPi+2,i+3

Portanto, concluimos a férmula “B” a partir da formula “A A - A”.
Lembramos que como “B” representa uma formula qualquer, po-
demos concluir qualquer formula a partir da formula A A - A.

Observagdes:
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1) Obtendo-se, através de uma demonstragido, uma conclusio
a partir de um conjunto de premissas ou hipoteses consistente, o
valor lo6gico dessa conclusio sera verdadeiro (V) sempre que os
valores 16gicos das premissas forem simultaneamente verdadei-
ros (V), pois a conclusdo ¢ consequéncia logica das premissas.

2) Utilizando a regra de inferéncia Lei da Adicdo a partir de
uma premissa A, podemos concluir A v B em que B ¢ uma férmu-
la qualquer, podendo ser inclusive uma contradi¢do. No entanto,
desde que o conjunto de premissas seja consistente, nenhuma de-
monstracao nos permitira concluir B, pois, como ja dissemos, a
conclusdo sera consequéncia logica das premissas.

3) Quando dizemos que um conjunto de formulas A, A, ---,
A ndo ¢ consistente, ou seja, que ndo existe nenhuma atribui¢do
de valores de verdade feita as varidveis proposicionais das formulas
A,A, -, A tal que os valores logicos das formulas A , A, -+, A
sejam todos simultaneamente verdadeiros (V), equivale a dizer
que o conjunto de formulas A , A, ---, A_¢ inconsistente, pois a
partir das premissas A , A,, ---, A, usando a regra de inferéncia
Adjuncio (A), podemos chegar a seguinte conclusao:

ANA N ANA,
que ¢ uma contradigao.

4) Quando dizemos que um conjunto de formulas A, A, ---, A
nao ¢ inconsistente, isto é, usando regras de inferéncia nao
conseguimos deduzir dele uma contradi¢go, entdo este conjunto de
formulas € consistente. Suponhamos por absurdo, que ele ndo é con-
sistente, ou seja, que ndo existe uma atribui¢do de valores verdade
feita as variaveis proposicionais de A, A, ---, A_tal que os valores
logicos dessas formulas simultaneamente verdadeiros (V). Assim,
usando a regra de inferéncia Adjuncao (A), obtemos a contradigdo
A ANA N+ AA, 0 que € um absurdo pois A, A, -+, A ndo ¢
inconsistente. Logo A , A, -+, A_¢ consistente.

4.2 Método dedutivo

Quando no argumento A , A, -+, A_ |- B a conclusdo B ¢ uma
formula do tipo condicional, isto é, B ¢ do tipo (R — S) em que
R e S sdo férmulas quaisquer, o nosso argumento torna-se:

ALA, AR>S
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O método dedutivo nos permite adicionar R como premissa

para depois demonstrar S, e dai o nosso argumento torna-se:
ALA, - A RIS

Isso € uma vantagem, pois nos da uma hipotese a mais. Este
método esta baseado no Teorema da Deducao.

Teorema da deducdo: Se I' ¢ um conjunto de formulas, A e
B sdo formulas e I', A | B, entdo I' } (A — B). Em particular, se
A | B, entdo |} (A — B).

Demonstracio:

Para isto, suponha que I, A } B e que ' ndo implica
logicamente (A — B). Assim existe pelo menos uma atribuicéo
de valores verdade feita as variaveis proposicionais das formulas
deI" e de A e B, tal que para essa atribuicdo temos que as formu-
las de " assumem simultaneamente o valor logico verdadeiro e
o valor l6gico de (A — B) ¢ falso. Mas dai teremos vI(A) =V e
vI(B) =F, contradizendo o fato de T', A | B.

Exemplo: Use o método dedutivo para provar que (A — (A —
B)) | (A— B):

Pelo método dedutivo para isto ¢ suficiente provar que (A —
(A = B)), A } B, cuja validade ¢ provada através da seguinte
demonstracao:

Demonstre: B

(1) (A= (A~ B))

2)A

3)A—>B MP 1,2
4B MP 2,3

Veja a seguir uma demonstragdo para o argumento dado sem
utilizar o0 método dedutivo e observe o quanto este método faci-
lita a demonstracéo.

Demonstre: A - B

(1) (A~ (A—>B)

2)-Av(A—>B)) LCI
3)-(Ar-(A—>B)) DL2
4)-(AA-(-AvB)) LC3
5)-(AA(AA-B)) DL4
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6)-(AAA)A-B) ALS

(7)- (A A - B) LI6
(8) (-Av B) DL 7
(9) (A > B) LC 8

4.3 Argumentos verbais

Na apresentacdo deste livro esclarecemos que nesta obra nao
temos a preocupagao com contextualizag¢des, pois para tanto se-
ria necessario escolher uma especifica area para a aplicacdao da
Logica Matematica. No entanto, neste topico abordaremos muito
brevemente a argumentacgdo contextualizada, aplicando o que até
agora estudamos com o objetivo de testar logicamente a validade
da argumentacao.

Lembramos que um argumento ¢ valido se e somente se a
conclusdo € consequéncia logica da(s) premissa(s), ou seja, se
existe uma demonstragdo deste argumento. Assim, dado um ar-
gumento em portugués, formado por proposi¢gdes, agora chama-
das de declaragdes, para testa-lo logicamente realizamos as duas
seguintes etapas:

1. Simbolizamos cada declaragdo usando as formulas do Cal-

culo Proposicional.

2. Construimos uma sequéncia de demonstragao utilizando

as regras de inferéncia ou as equivaléncias logicas.

A seguir apresentaremos um exemplo, sem vinculo algum
com 0s cursos para os quais esta obra destina-se, para que a com-
preensdo ndo esteja vinculada ao conhecimento de conceitos es-
pecificos.

Exemplo: Considere o argumento “Se as taxas de juros cai-
rem o mercado imobiliario vai melhorar. O Imposto sobre Ope-
ragoes Financeiras - IOF vai diminuir ou o mercado imobiliario
ndo vai melhorar. As taxas de juros vao cair. Portanto, o IOF vai
diminuir.”. Usando a notagao:

J: a taxa de juros vai cair;
I: 0o mercado imobiliario vai melhorar; e
F: o IOF vai diminuir,
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o argumento fica: (J & 1) A (F v -1) AJ }F, cuja validade ¢€ tes-
tada demonstrando-o, ou seja:
Demonstre: F

()T -1
(2)Fv-1I

3)]

@)1 MP 1, 3
(5)--1 DN4
6)-1vF CL2
(7)F TPS5, 6

Na verdade, uma pratica interessante ¢ adaptar exemplos
ou exercicios sobre demonstragdes apresentados neste capitulo
como uma argumentagdo verbal da sua area. Por exemplo, con-
siderando o oitavo exercicio do bloco de exercicios para fixagao
deste capitulo:

Demonstre: A A B

(hC—>-D
2)D
3)-C—>AAB
um estudante de Ciéncia da Computacdo, para adapta-lo como
um argumento verbal, pode supor que:
A: ser demitido;
B: passar necessidades;
C: software ter bom desempenho; e
D: ser advertido.

Assim, o argumento verbal sera: “Se o software tiver bom
desempenho entdo ndo serei advertido. Fui advertido. Se o soft-
ware ndo tiver bom desempenho entdo serei demitido e passarei
necessidades. Portanto, serei demitido e passarei necessidades”.

Veja entdo que esse argumento ¢ valido, pois ja o demonstra-
mos ao resolver o citado exercicio.

Observe que se esse estudante pode supor que:

A: ser promovido;

B: receber gratificagao;

C: software ter bom desempenho; e
D: ser advertido.
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Dai argumento verbal sera: “Se o software tiver bom desem-
penho entfo ndo serei advertido. Fui advertido. Se o software
ndo tiver bom desempenho entdo serei promovido e receberei
gratificagdo. Portanto, serei promovido e receberei gratificagdo”.

Veja entdo que este argumento também ¢ valido do ponto de
vista da Logica Matematica, pois ja o demonstramos ao resolver
o citado exercicio, mas, ¢ claro, hd alguma coisa errada. Esta
validade € uma fun¢do apenas do formato 16gico do argumento
e ndo tem nada a ver com a verdade fatual de nenhum de seus
componentes.

Por isso deixaremos o estudo dos argumentos verbais aos di-
retamente envolvidos com os fatos nele relacionados, mas temos
certeza que neste momento o nosso leitor possui habilidade su-
ficiente para analisar a validade do formato logico de qualquer
argumento.

4.4 Exercicios propostos

1) Nas demonstragdes a seguir, justifique os passos em negrito:
a) Demonstre: A

(1H)-B—>-C

(2)-B

B)-C>A

4-C

A

b) Demonstre: C
(H-B
2)A—>B
B3)-A->C
“@-A
S C

c) Demonstre: - A
(HWA—>-C
2)B—>C
(3)B
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4cC
(5)--C
6)-A

d) Demonstre: B A A
(HDBAC
2)B—>A
3)B
@A
B5)BAA

e) Demonstre: A
(HCAD
2)Av-B
3)C—>B
“@C
3B
(6)--B
(7)-BvA
@A

f) Demonstre: C A (A v B)
(H)AvB
2)B—>C
B)A—>C
B)cvce
6)C
(7Y)CA(AVvB)

g) Demonstre: D
(HhA—>B
2B—>-C
3C
@AV ((EAD)
SA—->-C
6)--C
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M-A
8 EAD
(9)DAE
(10) D

h) Demonstre: - AA - B
(H-CoBVA
2)-(Dv-0)
B3)-DaA--C
@--C
S)BVvA—>-C
6)-(BvA)
(7M-BAr-A
@) -A~-B

2) Demonstre: B v C
(H-A->BvC
2Q)FvG—--A
B)FvG

3) Demonstre: B
(H)-G—>E
2)E—>A
3)-G
»HA->-C
5)-C->D
6)D—>B

4) Demonstre: E v G
(HCvD
2)CvD—>-F
3)-F>AA-B
AHAA-B>EVG

5) Demonstre: B
(H-A
2)-A—>--B
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6) Demonstre: - - B
(HhA—>-C
2)-C—>B
3) A.

7) Demonstre: A
(hB—>C
2)-B »>--A
3)-C

8) Demonstre: - D
(HhA—>B
2)B>C
B3)D—>-C
@A

9) Demonstre: A A B
(HhC—>A
2C
3)C—>B

10) Demonstre: A A C
(1)AA-B
2)-C—>B

11) Demonstre: B
(H)-AvB
2)-A->C
3)-C

12) Demonstre: B
1H-C
2)Cv(BvA)
3)-A
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13) Demonstre: B
H-AvC
2)-C
3)-BAC)—>A

14) Demonstre: - A
(1)-AvB
(2)-B

15) Demonstre: D v C
(HAvC
2)A—>B
3)-B

16) Demonstre: B v - C
(HCAA
2)D—>-A
3)-D—>B

17) Demonstre: - C
(HB—->OAA
2)C->D
B3)B->C—>-D

18) Demonstre: B
(1)-C—-D
2)C—>AAB
3)D—E
4 -E

19) Demonstre: - D A - A
(H-Cv-B
2)-B—-D
3)-C—-A
“-A
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20) Demonstre: C v D
(1)-Av-B
2)-A—>C
3)-B—D

21) Demonstre: - AA B
(HhA—>C
2)-CA-D
3)-D—>B

22) Demonstre: - (C A - E)
(H)(CA-E)y—-D
2)A—D
(3)AAB

23) Demonstre: B v D
(HDA—B
2)AvC
3)-C

24) Demonstre: - A
(1)C—E
2)D—B
B)EvB—-A
@HCvD

25) Demonstre: - (A v B)
(HCA-D
2)C—-A
3)Dv-B

26) Demonstre: - C
(H)A—-B
2)-B—-D
B3)(A—-D)—-E
4HC—>E
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27) Demonstre: - E
(DE—-AAD
2)B—-A
3)C—-D
4 CvB

28) Demonstre: E A B
(H)AvB
2)D—-BAE
B3)A—D
@#HB—-D

29) Demonstre: - A
(H)A<-B
2)-cC
3)B—>C

30) Demonstre: Av C
(HhA—B
2)BAD

31) Demonstre: A <> B
(H)B-C
2)Ceo A

32) Verifique, em cada item, se o conjunto de formula dado ¢
consistente ou inconsistente:
a) ()por
(2)-r—p,
3)p,vp
b) ()-pv-r
@-p-r,
3)-r,
c) (Dr—>rnaq
@)-r, vr
()-p,v-q
@1, Ap,



108 Fundamentos matematicos

d (H)r—>q
@)p—>q
(3)q_)_p1

e) (I)p, v-r
(2)-(-rvr)
B)p,—r,

33) Use o método dedutivo para provar a validade do argu-
mento (A — B), (B> C) |- (A — C), ou seja, a regra de inferén-
cia Silogismo Hipotético.



Calculo de Quantificadores

No Calculo Proposicional, simbolizamos as proposi¢des por
meio de letras, as analisamos, as comparamos e inferimos a partir
de um conjunto destas proposigdes. No entanto, existem frases
como por exemplo:

Todos os cavalos;

Alguns cavalos;

Todos os alunos sdo inteligentes;

Nenhum carro é branco;

Algum cavalo ¢ branco;
entre outras, as quais frequentemente figuram nos mais diversos
raciocinios e exigem outras regras além das ja estudadas.

O estudo deste tipo de expressdo recebe o nome de Calculo
de Quantificadores ou Calculo de Predicados, fundamento para
a Inteligéncia Artificial, importante objeto de estudo na Ciéncia
da Computagao.

Quantificar significa determinar a quantidade. Assim, Calculo
de Quantificadores significa calcular com variaveis que repre-
sentam quantidades. Por exemplo, na expressdo “todo numero
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par ¢ divisivel por 2” a palavra “todo” esta significando que a
quantidade de todos os numeros pares que sdo divisiveis por 2.
Cabe ressaltar que quantidades especificas ndo sdo importantes,
pois podem ser tratadas simplesmente como todos elementos ou
como parte do todo, ou seja como alguns elementos, dependendo
da totalidade a se considerar.

Assim, existem dois tipos de quantificadores: O primeiro € o
quantificador universal, que tratara das expressoes que envolvem
a totalidade de um universo ou dominio, ou seja expressoes do
tipo “para todo”, “para cada” ou “para qualquer” e seus sino-
nimos ou plurais, e sera representado pelo simbolo V, para entdo
V(x) representar as expressoes “todo x”, “cada x” ou “qualquer
x” e seus sindnimos ou plurais. E o segundo é o quantificador
existencial, que tratara das expressdes que envolvem uma parte
de um universo ou dominio, ou seja expressoes do tipo “existe ”,
“existe pelo menos um” ou “para algum” e seus sindnimos ou
plurais, e sera representado pelo simbolo 3, para entdo 3(x) re-
presentar as expressoes “algum x” ou “existe X" e seus sindnimos
ou plurais.

O universo ou dominio descrito € o conjunto no qual estamos
trabalhando, e ¢ de fundamental importancia, pois uma mesma
expressao do Célculo de Quantificadores pode ser verdadeira em
um determinado dominio e falso em outro dominio. Por exemplo,
a expressao “algum aluno tem menos de 10 anos” ¢ falsa se con-
siderarmos como universo o conjunto formado por todos alunos
do Ensino Superior, mas sera verdadeira se considerarmos como
universo o conjunto formado pelos alunos da Educacdo Basica.
Atentamos para o fato de que este nosso estudo somente sera
significativo se o dominio a considerar incluir pelo menos um
objeto, e assim admitiremos todos os universos deste capitulo.

Para formalizarmos a expressdo “para todo x, x > 0” devemos
escrever:

V(x)(x>0),
e para formalizarmos a expressao “existe x > 0” devemos escre-
ver:

A(x)(x > 0).
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Para formalizarmos as expressoes “todos os cavalos” ou “al-
guns cavalos”, precisamos representar a propriedade “ser ca-
valo”, o que fazemos definindo um predicado utilizando letras
maiusculas do alfabeto, por exemplo, C. Assim, se C representa
a propriedade “ser cavalo”, o que denotamos por:

C: ser cavalo,
C(x) representara “x ¢ um cavalo” e:

V(x)C(x)
significara “todos os cavalos” e:

IX)C(x)
significara “alguns cavalos”.

De maneira geral, se P representa uma propriedade, o predi-
cado P(x) representard que “x possui a propriedade P” e V(x)P(x)
representara “todo x que possui a propriedade P”, ou ainda “to-
dos que possuem a propriedade P” e suas variagcdes na Lingua
Portuguesa, o que chamaremos de universalizagdo. Da mesma
forma, 3(x)P(x) representara “existe x com a propriedade P’ ou
ainda “alguns que possuem a propriedade P” e suas variacdes na
Lingua Portuguesa, o que chamaremos de particularizacdo.

Destacamos que a negagdo de V(x)P(x), isto ¢, - (V(X)P(x)) é
3(x)(- P(x)), ou seja, dizer que “¢é falso que todo x possui a pro-
priedade P” significa dizer que “algum x ndo possui a proprieda-
de P”. A negagdo de I(x)P(x), isto &, - (I(x)P(x)) é V(X)(- P(x)),
isto €, dizer que “¢ falso que existe x que possui a propriedade P”
significa dizer que “todo x no possui a propriedade P”.

5.1 Afirmativa universal, negativa universal,
afirmativa particular, negativa particular e
suas negacoes

Para formalizar a frase “todo nimero par ¢ divisivel por 27,
seja P representando a propriedade “ser um nimero par”, para

P(x) representar “x ¢ um numero par” e seja Q representando

a propriedade “ser divisivel por 2, para Q(x) representar “x ¢

divisivel por 2”. Dai V(x)P(x) representara “todo x, tal que x ¢é

um nimero par”, ¢ usando o que foi estudado no Calculo Propo-
sicional, podemos definir formalmente a frase toda:
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Y(x)(P() - QX)),
que representara “todo X, se X ¢ um nimero par entdo x é divisi-
vel por 2”, em outras palavras, “todo niimero x que ¢ par ¢ divisi-
vel por 2” ou ainda, “todo niimero par ¢ divisivel por 2”.

Em geral, toda expressdo do tipo “todo A ¢ B” (ou “todos A

sdo B”) ¢ formalizada por:

Y(xX)(AK) = B()),
em que A e B representam propriedades. As expressoes desta for-
ma sao chamadas de afirmativas universais.

Observe que, se P representa uma propriedade qualquer, entdo
P(x) formaliza “x possui a propriedade P”. Assim - P(x) formali-
zara “x ndo possui a propriedade P”.

Consideremos agora a frase “nenhum politico é honesto”
e seja A representando a propriedade “ser politico”, para A(x)
representar “x ¢ um politico” e seja B representando a proprie-
dade “ser honesto” para B(x) representar “x é honesto”. Dali,
V(x)(A(x) = - B(x)) representara “todo x, se x € politico entdo x
nao ¢ honesto”, ou ainda “todo politico ndo € honesto”, que é o
mesmo que “nenhum politico ¢ honesto”.

Em geral, toda expressdo do tipo “nenhum A ¢ B” (ou “todos
A nio sdo B”) ¢ formalizada por:

V(XA - - B(x)),
em que A e B representam propriedades. As expressoes desta for-
ma sdo chamadas de negativas universais.

Consideremos agora a frase “algum politico € honesto” e seja
A representando a propriedade “ser politico”, para A(x) repre-
sentar “x € um politico” e seja B representando a propriedade
“ser honesto” para B(x) representar “x ¢ honesto”. Dai, usando o
que foi estudado no Céalculo Proposicional, 3(x)(A(x) A B(x)) re-
presentara “existe X, tal que x € politico e x € honesto”, ou ainda
“existe alguém que € politico e € honesto”, que é o mesmo que
“algum politico € honesto”.

Em geral, toda expressdo do tipo “algum A ¢ B” (ou “alguns
Asdo B”) ¢ formalizada por:

Ix)(AX) A B)),
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em que A e B representam propriedades. As expressdes desta for-
ma sao chamadas de afirmativas particulares.
Consideremos agora a frase “algum politico ndo ¢ honesto”
e seja A representando a propriedade “ser politico” para A(x)
representar “x ¢ um politico” e seja B representando a proprie-
dade “ser honesto” para B(x) representar “x é honesto”. Dali,
J(x)(A(x) A - B(x)) representara “existe x, tal que x ¢é politico e x
ndo € honesto”, ou ainda “existe alguém que ¢ politico e € hones-
to”, que € o mesmo que “algum politico ndo € honesto”.
Em geral, toda expressdo do tipo “algum A ndo ¢ B” (ou “al-
guns A ndo sdo B”) ¢ formalizada por:
FX)NAX) A - B(x)),
em que A e B representam propriedades. As expressoes desta for-
ma sdo chamadas de negativas particulares.
Resumindo, se A e B representam propriedades quaisquer, os
quatro casos anteriores sao:
Afirmativa universal: Todo A é B (ou todos A sdo B) que ¢é
representada por:
V(x)(A(x) = B(x)).
Negativa universal: Nenhum A ¢ B (ou todos A ndo sdo B) que
¢ representada por:
Y(x)(A(x) — - B(x)).
Afirmativa particular: Algum A ¢ B (ou alguns A sdo B) que
¢ representada por:
I(x)(AX) A BX)).
Negativa particular: Algum A ndo é B (ou alguns A ndo sdo B)
que € representada por:
3(x)AX) A - B()).
Destacamos que a negacdo da afirmativa universal, todo A ¢é
B, é nem todo A ¢ B, ou ainda, algum A nio é B, ou seja, a ne-
gativa particular. Quando negamos negativa universal, nenhum
A ¢é B, estamos dizendo que ¢ falso que nenhum A ¢ B, e assim,
algum A ¢ B, ou seja a negacdo da negativa universal € a afirma-
tiva particular. A negacdo da afirmativa particular, algum A ¢ B,
que ¢ nenhum A ¢ B, ¢ a negativa universal. Por fim, a negacdo
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da negativa particular, algum A ndo é B, significa que todo A ¢ B,
ou seja, ¢ a afirmativa universal.
Simbolicamente:
- (V(X)(A(x) = B(x))) € 0o mesmo que I(x)(A(x) A - B(x));
- (V(x)(A(x) = - B(x))) ¢ 0o mesmo que 3(x)(A(x) A B(x));
- (AX)(A(x) A B(x))) € 0 mesmo que V(x)(A(x) = - B(x)); e
- (AE)(A(x) A - B(x))) € 0 mesmo que V(X)(A(x) > B(x)).

5.2 Formalizacao

Para formalizar expressdes do Célculo de Quantificadores,
necessitamos em primeiro lugar definir os predicados que repre-
sentam as propriedades, as variaveis e as constantes envolvidas.
Os predicados sao representadas por letras maitisculas do alfa-
beto. Conforme ja determinamos, as classes de elementos serdo

representadas pelas varidveis X, X, X, -+ € para formalizar um
elemento particular de uma classe utilizaremos as constantes a,
ao, a17 LY

Exemplo: Definindo as propriedades:

A representando a propriedade “ser morcego” para A(X) re-
presentar “x € um morcego”,

B representando a propriedade “ser mamifero” para B(x) re-
presentar “x ¢ mamifero”,
as formalizagdes das frases:

a) Todos os morcegos sdo mamiferos;

b) Alguns morcegos sdo mamiferos;

c¢) Existem morcegos que ndo sdo mamiferos;

d) Nao existem morcegos mamiferos,
sdo:

a) V(x)(A(x) = B(x));

b) AX)(A(x) A B(x));

¢) IX)NARX) A - B(x));

d) Vx)(A(x) = - B(x)),
respectivamente.

Da mesma forma que no Calculo Proposicional, podemos for-
malizar argumentos que agora envolvem expressoes que repre-
sentam quantidades. Considere o argumento:
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Todo ator gosta de representar;
Raul é um ator;
Portanto, Raul gosta de representar.
Para formaliza-lo sejam:
A(x) representando “x é um ator”;
a representando “Raul”
e assim A(a) traduzira “Raul é um ator”;
e seja ainda:
R(x) representando “x gosta de representar”
e assim R(a) significara “Raul gosta de representar”.
Percebe-se que agora a situagdo torna-se simples, pois o ar-
gumento dado acima, pode ser formalizado da seguinte maneira:
V(x)(A(x) > R(x))
A(a)

R(a)

Note que para obter a conclusao “Raul gosta de representar”
a partir das premissas “Todo ator gosta de representar” e “Raul é
um ator”, foi usada a regra de inferéncia Modus Ponens, fazendo
a substitui¢do da variavel individual x pela constante individual a
que significava “Raul”, nos predicados A e R, que tinham as duas
a mesma variavel. Isso ¢ aceitavel, pois a primeira expressao ¢
uma afirmativa universal, ou seja, vale para todos os elementos
do universo, e desde que “a” esteja neste conjunto, essa substitui-
c¢do pode ser realizada. Mais adiante formalizaremos este proces-
so de substituir uma varidvel por uma constante.

Até agora, as propriedades envolveram uma unica variavel ou
constante, e os predicados que as representam recebem entdo o
nome de predicados undarios. Algumas propriedades atuam sobre
dois elementos ou mais, e assim devem ser representadas por
predicados que se aplicam a varias variaveis ou constantes. Estes
predicados recebem o nome de predicados bindarios, terndrios, e
assim sucessivamente.

Considere o argumento:

Todo professor de Daniel € professor de Leonardo;
Luciano € professor de Daniel;
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Portanto, Luciano ¢ professor de Leonardo.

A propriedade “ser professor” atua sobre duas variaveis ou
constantes, pois alguém ¢ professor de alguém. Entio para for-
maliza-lo sejam:

P(x,,x,) representando “x, € professor de x,”;

a, representando “Daniel”;

a, representando “Leonardo”;

a, representando “Luciano”.

Assim P(a,,a ) representard “Luciano € professor de Daniel” e
P(a,,a,) representara “Luciano ¢ professor de Leonardo”.

O argumento pode ser formalizado da seguinte maneira:

V(x)(P(x,,a,) > P(x,,a,))
P(a,a,)

P(a,.a,)

A regra de inferéncia usada foi Modus Ponens, e também foi
feita a substituigdo da variavel individual x, pela constante indi-
vidual a, que significava “Luciano”.

Observe que neste exemplo utilizamos um predicado binario.

Ao trabalharmos com predicados que se aplicam a varias va-
riaveis ou constantes, a ordem das variaveis ou constantes nesse
predicado ndo deve ser alterada, pois, por exemplo, se M repre-
senta a propriedade “se maior” entdo M(x,x ) representard “x €
maior que X, € se mudarmos a ordem das variaveis x e x tere-
mos “x, € maior que x”.

Da mesma forma que se P representa uma propriedade qual-
quer entdo P(x) formaliza “x possui a propriedade P” e - P(x)
formalizara “x ndo possui a propriedade P”, se P(x,,x,) formaliza
“x, esta relacionado com x, pela propriedade P” entdo - P(x,,x,)
formalizara “x, ndo esta relacionado com x, pela propriedade P”.

Exemplo: Se P(x,x,) representa “x € pai de x,” entdo
- P(x,,x,) representara “x, ndo € pai de x,”.

Para estudarmos argumentos no Calculo de Quantificadores
nos falta ainda tratar das expressdes que envolvem mais de um
quantificador. Comecemos pelas que envolvem os dois quantifi-
cadores, V ¢ 3. Como exemplo, considere a expressao:

V)(E(x)QX,X,)),

)
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a qual significa que, “para todo x, existe x, tal que x esta relacio-
nado com x pela propriedade Q. Por exemplo, se Q representa a
propriedade “ser maior”, Q(x,X,) representa “x € maior que x,” €
considerando que nosso universo € o conjunto dos nimeros intei-
ros, a expressdo dada nos diz que “para todo inteiro existe outro
inteiro menor”, que como sabemos ¢ verdadeira.

Por outro lado, considerando a expressao:

3)(V(x.)QxX,),
de acordo com as definigdes acima “existe um inteiro que € maior
que qualquer outro inteiro”, que como sabemos ¢ falsa.

Por isso afirmamos que o trato com este tipo de expressoes deve
ser feito com muito cuidado, observando-se ndo somente a ordem
dos quantificadores, mas também o seu escopo, ou seja, a expressao
sobre a qual ele atua, que é determinada pelo par de parénteses cuja
abertura se da imediatamente apds ao quantificador, ou pela proprie-
dade logo apos este. Na expressdo V(x)(3(x,)Q(x,x,)) 0 escopo do
quantificador universal € (3(x))Q(X,X,)) € 0 escopo do quantifica-
dor existencial € Q(x,x,).

No inicio deste capitulo vimos as principais expressoes do
Célculo de Quantificadores: a universalizag@o e a particulariza-
¢do e depois a afirmativa universal, a negativa universal, a afir-
mativa particular e a negativa particular, e também as respectivas
negacdes. Para formalizar expressdes mais gerais necessitamos
compor essas expressoes utilizando parénteses e conectivos 16-
gicos, quando necessarios. Todas essas expressdes receberdo o
nome de formulas bem formuladas predicadas — fbfp, as quais
trataremos simplesmente por formulas, € serdo representadas por
letras maitsculas do alfabeto acompanhadas ou ndo por indices
inferiores do conjunto dos niimeros inteiros ndo negativos (Z,).
Devemos, porém, tomar bastante cuidado para ndo criar expres-
soes que nao tenham sentido no Calculo de Quantificadores. Re-
forcamos que ¢ muito importante saber identificar o escopo do
quantificador, isto ¢, a parte da formula a qual o quantificador se
aplica, o que, como vimos, geralmente ¢ feito através de pares de
parénteses ou de propriedade, logo apds o quantificador.
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Exemplo: Para a expressdo “existem homens que amam todas
as mulheres”, definindo que A representa a propriedade “ser ho-
mem”, B a propriedade “ser mulher” e C a propriedade “amar”,
temos que:

A(x) representa “x ¢ um homem”;

B(x) representa “x ¢ uma mulher”;

C(x,x,) representando “x ama x”,

e assim a formalizagdo da expressao dada é:

FE(AG) A V(x)(B(x,) = Cx,x)),
na qual o escopo do quantificador existencial € (A(x) A V(x )(B(x)) —
C(x,x,))) € 0 escopo do quantificador universal € (B(x)) = C(x,X,)).

Da mesma forma que no Calculo Proposicional, alguns pares
de parénteses podem ser omitidos desde que isso ndo traga pre-
juizo a interpretacdo da formula.

Com as expressdes que envolvem varios quantificadores, para
facilitar a compreensdo da formalizagdo, pode ser interessante
traduzi-las para uma linguagem intermediaria, ou seja, para uma
forma que ndo chega a ser uma sentenga formalizada, mas tam-
bém ndo ¢ a forma como usualmente falamos ou escrevemos.

Exemplo: Para formalizar a expressdo “todos os cachorros
perseguem todos os gatos”, primeiramente vamos traduzi-la para
a linguagem intermediaria “dada uma coisa qualquer, se for um
cachorro, entdo, para qualquer outra coisa, se essa coisa for um
gato, entdo o cachorro vai persegui-lo”. Para formaliza-la sejam:

A(x) representando “x é um cachorro”;

B(x) representando “x € um gato”;

C(x,x,) representando “x persegue X,”.

Dai a sentenca dada é:

V(x)(A(X) = V(x)(B(x) = C(x,x,))).

Com as mesmas defini¢des deste exemplo a expressdo “al-
guns cachorros perseguem todos os gatos”, que nos diz que
“existe uma coisa que € um cachorro e, para qualquer outra coi-
sa, se essa outra coisa ¢ um gato, entdo o cachorro o persegue” é
formalizada por:

FEAX) A V(x)B(x,) = Clx.x,) Cx,x,)),
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e a expressao “alguns cachorros perseguem alguns gatos”, é for-
malizada por:
FE)(AX) A F(x)B(x) A C(x,x))).

Ainda com as mesmas defini¢des do tltimo exemplo podemos

formalizar a expressdo “apenas cachorros perseguem gatos” por:
V) (YRB(x,) A C(x,x.) = ARX))),

que intermediariamente pode ser compreendida como, “dadas

duas coisas, se uma for um gato e a outra persegui-lo, entdo essa

outra coisa € um cachorro”.

Uma variavel x recebe o nome de varidvel livre quando ela
ndo esta associada em nenhum quantificador. Por exemplo, em
V(x)Q(x,X,) X, € uma variavel livre.

Observamos que uma formula com variaveis livres pode nao
ter um valor 16gico em determinada interpretacdo. Por exemplo,
se o universo ¢ o conjunto dos nlimeros naturais, € com a inter-
pretagdo na qual o predicado P(x) significa “x é par” e a represen-
ta o inteiro 10, a formula:

P(x,)) A P(a)
ndo tem valor logico, pois ndo sabemos a que elemento do uni-
verso X, se refere. Por outro lado, a formula:

P(x)) v P(a)
¢ verdadeira com essa interpretacdo, embora ndo saibamos a que
elemento do universo x, se refere.

Como ja dissemos, no Calculo de Quantificadores, para ve-
rificar se uma féormula ¢ verdadeira ou falsa dependemos da in-
terpretacdo e do universo considerado. Assim, quando uma for-
mula ¢ verdadeira para uma determinada interpretagdo em um
determinado universo, dizemos que essa formula ¢ vdlida para
essa interpretagdo nesse universo. Caso contrario, dizemos que
a formula ndo é valida para essa interpretagdo nesse universo.
Quando uma formula é sempre verdadeira, isto €, independente-
mente da interpretacdo e do universo, dizemos que a formula ¢
simplesmente valida.

Exemplo: A formula:

VE)(P(x) v Q(x)) = (VX)P(x) v V(x)Q(x))
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ndo ¢ valida quando o universo é o conjunto dos numeros na-
turais, com a interpretacdo de que P(x) significa que “x ¢ par”
e Q(x) significa que “x ¢ impar”, uma vez que o antecedente ¢
verdadeiro, pois todo inteiro é par ou impar, mas o consequente
¢ falso pois ndo ¢é verdade que todo inteiro € par ou todo inteiro
¢ impar.

Agora, se P(x) significa que “x ¢ multiplo de 2” e Q(x) sig-
nifica que “x ¢ multiplo de 4” a formula do exemplo acima nao
¢ valida em N = {2,4,6,8---} mas ¢ valida em N,= {4,8,12---}.

A formula:

V)(PX) A Q) = (VOP(X) A V(x)Q(X))
como demonstraremos formalmente posteriormente ¢ valida. No
momento, podemos concordar com essa afirmacdo ao interpre-
ta-la, pois sendo P e Q propriedades, se todo elemento possui as
propriedades P e Q, entdo todo elemento possui a propriedade P
e todo elemento possui a propriedade Q.

5.3 Lagica de predicados

Vimos nos exemplos anteriores, sem a devida formalizagao,
que as Regras de Inferéncia estudadas no Célculo Proposicio-
nal podem ser utilizadas também no Célculo de Quantificadores,
desde que alguns critérios sejam observados. Agora vamos for-
malizar esta aplicagdo.

SeA,A, -+, A e B sdo formulas do Célculo Proposicional,
a validade do argumento A, A, ---, A |— B pode ser verificada
através de tabelas de verdade. O conceito sobre validade de ar-
gumentos ¢ o mesmo no Calculo de Quantificadores, no entanto,
como ja citamos, a veracidade de uma formula do Célculo de
Quantificadores dependera do universo estabelecido e também
da interpretacdo que realizamos.

Assim, a verificagdo da validade de um argumento no Calculo
de Quantificadores deve ser baseada apenas na estrutura interna
do argumento, e ndo na veracidade ou falsidade das expressdes
em qualquer interpretagdo particular. Em outras palavras, o argu-
mento deve ser valido em todas as interpretagdes possiveis. Como
ndo existe nada equivalente a tabelas de verdade para provar a
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validade facilmente, vamos nos basear em um sistema logico for-
mal chamado Logica de Predicados, o qual utiliza novamente as
regras de inferéncia e as equivaléncias 16gicas para construir uma
sequéncia de demonstragdo que parta das hipoteses e chegue a
conclusdo, preservando os valores logicos, de forma que, se em
alguma interpretagdo todas as hipoteses forem verdadeiras, entdo
a conclusdo também sera verdadeira com aquela interpretacao.

Da mesma forma que no Calculo Proposicional, se A, A, -,
A _, B sdo formulas do Célculo de Quantificadores de forma que
podemos demonstrar a conclusdo B a partir das premissas A , A,
-+, A, dizemos que o conjunto de formulas A, A, ---, A , B ¢
um argumento valido e denotamos por A, A, ---, A |— B. Para
demonstrar este argumento devemos construir uma demonstra-
¢do de B que assuma A, A, ---, A € A como premissas, ou
demonstrar B a partir de (A, A A, A -+ A A ), ou ainda, demons-
trar que a formula (A, A A, A -+ A A ) — B) € vdlida, isto €, é
tautologia.

A abordagem geral para provar esses argumentos € retirar os
quantificadores V e 3, manipular as formulas e depois recoloca-
-los. Para tanto existem quatro novas regras: uma para a retirada
do quantificador universal, uma para a retirada do quantificador
existencial, uma para a insercao do quantificador universal e uma
para a inser¢do do quantificador existencial, as quais sdo apre-
sentadas a seguir. Antes observamos que os exemplos que utili-
zaremos neste texto ndo visam privilegiar esta ou aquela forma
de raciocinio, esta ou aquela area, na verdade sdo exemplos clas-
sicos, ja consagrados como eficientes na aprendizagem inicial no
Calculo de Quantificadores.

5.3.1 Particularizacio universal — PU

Essa regra diz que podemos deduzir P(x), P(x,), P(x,), P(a),
P(a)), P(a)) etc. de V(x)P(x), retirando, assim, um quantificador
universal. A justificativa é que, se P é verdadeira para todos os
elementos do universo, podemos nomear um tal elemento por
um nome arbitrario de variavel, como x, x, X, etc. ou podemos
especificar uma constante particular no dominio a, a, a, etc., €
P ainda ¢ verdadeira para todas essas variaveis ou constantes.A
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particularizagdo universal pode ser usada para provar um dos
“silogismos” classicos do filosofo e cientista grego Aristoteles,
que viveu de 384 a 322 a.C. e foi o primeiro a desenvolver um
sistema de logica formal.
O argumento tem a forma:
Todos os humanos sdo mortais.
Sécrates € humano.
Portanto, Socrates € mortal.
Usando a notagao:
H(x) para denotar “x ¢ humano”;
a para denotar Socrates;
M(x) para denotar “x ¢ mortal”;
a demonstragdo deste argumento é:
Demonstre: M(a)
(1) VE)(HE) - M)

(2) H(a)
(3) H(a) — M(a) PU 1
(4) M(a) MP 2,3

No passo 3, um simbolo constante substituiu x em todo o es-
copo do quantificador universal, como permitido pela particula-
rizacdo universal.

Com outra notagdo, demonstramos o argumento:

V(x)(H(x) > M(x)), H(a) | M(a),
ou:
V(x)(H(x) > M(x)) A H(a) |— M(a).

A Uunica restri¢do ao retirar V(x) € que, se a variavel x ndo
deve figurar dentro do escopo de um quantificador que conte-
nha outra varidvel x, a varidvel x ndo pode ser substituida por
X,» pois, por exemplo, uma hipétese da forma V(x)3(x )P(x,x,)
poderia levar a 3(x )P(x,,x,), substituindo x por x; no escopo de
um quantificador para x . Isso ndo € valido se o universo € o con-
junto dos numeros inteiros e se P(x,x,) significa “x < x”, entdo
V(x)3A(x)P(x,x,) € verdade, pois significa que para todo inteiro
existe um inteiro maior, mas 3(x)P(x,x ) € falso, pois nenhum
inteiro tem a propriedade de ser maior do que si mesmo.
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5.3.2 Particularizagao existencial E

Essa regra permite retirar um quantificador existencial. Ela
diz que, a partir de 3(x)P(x), podemos deduzir P(a), P(a ), P(a,)
etc., desde que essas constantes sejam essencialmente novas. A
justificativa é que, se P for verdadeira para algum elemento do
universo, podemos dar um nome novo e especifico a esse ele-
mento, mas ndo podemos supor nada mais sobre ele, pois se as-
sim fizermos podemos entrar em contradicdo com o grupo de ele-
mentos que possuem a propriedade P, delimitados em J(x)P(x).

Exemplo: Demonstre: Q(a,)

(1) VE(P(x) = Q(x))

(2) A(xP(x,)

(3) P(a,) PE 2
(4)P(a) > Qa,) PUI
(5) Q(a,) MP 3, 4

No passo 3, foi dado o nome a; ao elemento especifico que
tem a propriedade P. No passo 4, usou-se a PU para dizer que um
condicional que ¢ universalmente verdadeiro no dominio certa-
mente € verdadeiro para esse a,. A ordem dos passos 3 e 4 ndo
pode ser trocada. Se PU tivesse sido utilizada primeiro em (1)
para se nomear a constante a , ndo existiria nenhuma razdo para
supor que esse a, particular € o que tem a propriedade P como
em (2).

Aqui demonstramos o argumento:

YE)(P() - Q). 3(x,)P(x,) FQ(a,).
que € 0 mesmo que:
V() - QX)) A 3(x,)P(x,) FQa,).

A restricdo para o uso desta regra ¢ que torna-se necessario
que seja a primeira regra a utilizar as novas constantes. Assim, o
efeito desta restrigdo é que primeiro devemos olhar todas as nos-
sas hipoteses e se a PE for necessaria, ela sera feita em primeiro
lugar.

5.3.3 Generalizacio universal — GU

A generalizacdo universal permite que se insira um quanti-
ficador universal. Se soubermos que P(x) é verdadeiro e que x
¢ um elemento absolutamente arbitrario, isto €, que x pode ser
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qualquer elemento no universo, entdo podemos concluir que
V(x)P(x). Mas se x representa algum elemento especifico no do-
minio que tem a propriedade P, entdo ndo podemos generalizar
que todo elemento no universo tem a propriedade P.

Exemplo: Demonstre: V(x)Q(x)

(1) VX)(P(x) = Q(x))

(2) VX)P(x)

(3) P(x) > Q(x) PU 1
(4) P(x) PU2
(5) Q(x) MP 3, 4
(6) V(x)Q(x) GUS

No exemplo acima demonstramos o argumento:
VR(P(x) = QX)), YOP(X) F V(x)Q(X),
ou:
VE)(PK) = QX)) A VOPR) FV(x)Q(),
ou ainda que a formula:
V(x)(P(x) = Q(x)) A V(X)P(x) = V(x)Q(x),
¢ valida.

A restricdo de uso desta regra é que P(x) ndo pode ter sido
deduzida de nenhuma hipotese na qual x € uma variavel livre e
nem pode ter sido deduzida através da regra PE de uma formula
na qual x é uma variavel livre.

5.3.4 Generalizacao existencial - GE

A ultima regra permite a insercdo de um quantificador exis-
tencial. De P(x) ou P(a) podemos deduzir 3(x)P(x). Alguma coi-
sa foi nomeada como tendo a propriedade P, logo, podemos dizer
que existe alguma coisa que tem a propriedade P.

Observe o exemplo.

Exemplo: Demonstre: 3(x)P(x)

(1) V(x)P(x)
(2) P(x) PU 1
(3) IX)P(x) GE2

Aqui demonstramos o argumento:

Y(x)P(x) | 3(x)P(x),

V(xX)P(x) = I(X)P(x),

ou que a formula:
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¢ valida, ou seja, que de “todo x possui a propriedade P” pode-
mos concluir que “algum x possui a propriedade P”, ou que “se
todo x possui a propriedade P entdo algum x possui a propriedade
P”, o que ¢é bastante natural.

A restricdo de uso aparece para predicados que atuam sobre
varias variaveis. De P(x,a) ndo podemos deduzir 3(x)P(x,x),
pois, por exemplo, no conjunto dos numeros naturais, se P(x,x,)
representa “x > x” e a representa 10, P(x,a) representa os natu-
rais maiores que 10 enquanto I(x)P(x,x) afirma que existe natu-
ral maior que ele proprio.

Observe que, conforme ja comentamos, € obviamente aceito
que “se todo x possui as propriedades P e Q entdo todo x possui
a propriedade P e todo x possui a propriedade Q”, ou ainda que
de “todo x possui as propriedades P ¢ Q” podemos concluir que
“todo x possui a propriedade P e todo x possui a propriedade Q.
Isto ¢ demonstrado no exemplo a seguir.

Exemplo: Use a logica de predicados para provar o argumento:

YX)(PX) A QW) FYOP(X) A V(x)QX)

A nossa hipotese ¢€:

(1) VE)(P(x) A Q(x))

e a demonstragao é:
(2) P(x) A Q(x) PU 1
(3) P(x) S2
(4) Q) S2
(5) Y(X)P(x) GU3
(6) V(x)Q(x) GU 4

(M V)Px) A VE)QX) AS,6

Veja que com este exemplo demonstramos a validade da for-

mula:

Y(x)(P(X) A QX)) = V(X)P() A Y()QX),
jé introduzida quando definimos a validade de féormulas no Cal-
culo de Quantificadores.

Embora tenhamos adicionado apenas quatro regras de de-
dugdo novas, o conjunto de regras é completo e correto, isto €,
podemos provar todos os argumentos validos, e apenas esses,
usando essas regras. A aplicagdo dessas regras, como no caso do
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Calculo Proposicional, ¢ um tanto mecanica, ja que existe apenas
um numero limitado de op¢des em cada passo.

Finalizando esta sec¢do reafirmamos, como ja fizemos no Cal-
culo Proposicional, que também no Calculo de Quantificadores
as regras de inferéncia podem ser aplicadas apenas quando as
formulas envolvidas constituem exatamente a mesma forma es-
pecificada na regra e, ¢ claro, quando nenhuma das restrigdes
sobre as regra para exclusdo ou inclusdo de quantificadores for
violada.

Além disso, na aplicacdo das regras para exclusdo ou inclusdo
de quantificadores devemos tomar muito cuidado na observacdo
do escopo de cada quantificador. Uma regra de particularizagio
retira um quantificador da frente de uma formula inteira, que € o
escopo desse quantificador. No entanto de:

I(x)P(x) v IX)QX)
ndo podemos deduzir:
P(a) v Q(a)
utilizando PE, pois o escopo do primeiro quantificador existen-
cial ndo se estende para o resto da formula.
Da mesma forma, de:
V(x)3(x)Qx.x,)
ndo podemos deduzir:
V(0)Q(x,2)
utilizando PE, pois o quantificador existencial ndo € o primeiro.

Por outro lado, as regras para inserir um quantificador colo-
cam um quantificador na frente de uma férmula que fica, entio,
inteiramente em seu escopo.

5.4 O método dedutivo no Calculo de Quantificadores

O método dedutivo visto no capitulo Calculo Proposicional
ainda vale no Calculo de Quantificadores. No teorema da dedu-
¢do vimos que se I' ¢ um conjunto de férmulas, A e B sdo for-
mulase ', A |-B, entdo I’ |- (A — B). Esse teorema nos permite
demonstrar a validade do argumento A , A, -+, A_ |- R — S atra-
vés do argumentoA , A, .-, A R |- S. Como consequéncia deste
teorema, a um conjunto de premissas A, A,, ---, A , podemos in-
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troduzir uma nova premissa, R, e dai, ao obtermos a conclusio S,
demonstramos o argumento A , A, -+, A , R|— S, e pelo teorema
da dedugdo demonstramos o argumento A, A, -+, A |— R —> S.
A esta nova hipdtese R introduzida daremos o nome de hipotese
temporaria.

Assim, o método dedutivo nos permitira inserir uma hipote-
se temporaria em uma demonstragdo. Se alguma férmula R for
inserida em uma sequéncia de demonstracio e, finalmente, uma
formula S for deduzida de R e de outras hipdteses, entdo a for-
mula R — S pode ser deduzida, pelo teorema da dedugdo, das
outras hipdteses e, portanto, pode ser considerada na sequéncia
de demonstragdo. Isto sera utilizado no préximo exemplo.

Exemplo: O argumento:

(P(X) = V(x)Q(x,x) | V(x)(P() > Q(x,x,))

¢ valido. A demonstragao é:

(1) P(x) = V(x))Q(x,x,)

(2) P(x) Hipotese temporaria
(3) V(x)Q(x,x,) MP 1,2

4) Q(x,x,) PU3

(5) P(x) >Q(xx,) Método dedutivo

(6) V(x,)(P(x) > Q(x,x,)) GU5

Veja que neste caso a hipotese temporaria é exatamente o an-
tecedente da condicional a ser demonstrada no argumento, per-
mitindo a utilizagdo do método dedutivo no passo (5).

No final do capitulo Calculo Proposicional demonstramos
que, utilizando uma contradicdo como premissa, podemos de-
monstrar qualquer formula que desejamos. Esse mesmo resul-
tado vale no Calculo de Predicados, e sera utilizado no préximo
exemplo e denotado por INC, sigla que vem da palavra “incon-
sisténcia”.

Exemplo: Prove - (3(x)P(x)) <> V(x)(- P(x))

Sabemos que a formula - (A(x)P(x)) <> V(x)(- P(x)) € logica-
mente equivalente a formula:

- (AEPE)) = YOI PR)) A (VR)(- Px)) = - GEOPX)))

Assim, podemos demonstrar a validade da condicional em
cada diregdo, isto é, podemos demonstrar a validade da for-
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mula (- Ax)P(x)) - V(X)(- P(x))) e a validade da formula
(V)(- P(x)) = - (B(X)P(x))).

Vamos entdo demonstrar a validade da formula:

(- AE)P(x)) > V(x)(- P(x))),
ou seja, demonstrar a validade do argumento - (3(x)P(x)) | V(x)(- P(x)):

(1) - BP))

(2) P(x) Hipotese temporaria
(3) Ax)P(x) GE, 2

(4) P(x) » Ix)P(x) Método dedutivo
(5) - P(x) MT 1, 4

(6) V(x)(- P(x)) GUS

Agora vamos demonstrar a validade da formula (V(x)(- P(x)) >
- (3(x)P(x))), ou seja, demonstrar a validade do argumento V(x)

(- P() }- AX)PX)):
(1) V(- P(x))

(2) IX)P(x) Hipotese temporaria
(3) P(a) PE 2

(4) - P(a) PU 1

(5) P(a) A - P(a) P3,4

() - (V)(- P(x))) INC5

(6) IX)P(x) = - (V(x)(- P(x))) Método dedutivo
(7 - - (V)(- P(x)))) DN 1

(8) - A(x)P(x)) MT 6, 7

Veja que a hipotese temporaria utilizada é exatamente o opos-
to do que queremos demonstrar.
A demonstragdo - (3(x)P(x)) <« V(x)(- P(x)) confirma que:
- GOP()) é V(X)(- P()),
conforme comentamos no inicio deste capitulo. Da mesma forma
demonstra-se - (V(x)P(x)) < 3(x)(- P(x)),0 que confirma que:
- (VOOP(x) € 3x)(- P(Y)),
também por n6s comentado naquele momento.
Nessa mesma linha demonstra-se também que:

- (V()(- P(x))) € 3()P(),
- A P(x))) € V(X)P(X).

e que:
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Desta forma, demonstramos o que intuitivamente ja conclui-
mos no inicio deste capitulo:
- (A(x)P(x)) ¢ logicamente equivalente a V(x)(- P(x));
- (V(x)P(x)) € logicamente equivalente a 3(x)(- P(x));
- (V(x)(- P(x))) ¢ logicamente equivalente a 3(x)P(x); e
- A(x)(- P(x))) ¢ logicamente equivalente a V(X)P(x).
A utilizagdo de qualquer uma destas equivaléncias sera de
agora em diante denotada por NEG.
Exemplo: Prove a validade da formula V(x)(P(x) v Q(x)) —
(AXP(x) v V(x)Q((x)):
Essa formula nos diz que, se todo elemento no universo tem
a propriedade P ou Q, entdo pelo menos um elemento tem a pro-
priedade P, ou entdo todos os elementos tem a propriedade Q.
Vamos primeiro usar a equivaléncia notavel, “Lei Condi-
cional - LC” enunciada no capitulo Célculo Proposicional para
reescrever a conclusdo, transformando a disjuncao inclusiva em
uma condicional, o que vai nos permitir utilizar o método deduti-
vo. Queremos, entdo, provar a validade da formula:
V(P v Q) = (- BROPK)) = Y()QMX)),
que € o mesmo que provar a validade do argumento:
VPR v QX)) F (- AXPE) - Y()QX).
Usando o método dedutivo podemos demonstrar a validade
do argumento:
VEPE) v QX)) - GEPK)) FYxQX),

cuja demonstracao ¢:

(1) VEO(P(x) v Q(x))

(2) - G)P(X))

(3) V(x)(- P(x)) NEG 2
(4) - P(x) PU 3
(5) P(x) v Q(x) PU 1
(6) (- (- P(x)) v Q(x) DN'5
(7) (- P(x)) = Q(x) LC 6
(8) Q(x) MP 4,7
(9) V(x)Q(x) GU 8

Exemplo: Mostre que:

JERX) A - AERE) A S(X))) FIE)(-S())

¢ um argumento valido:
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Este argumento nos diz que, se algo tem a propriedade R, mas
nada tem ambas as propriedades R e S, entdo algo ndo tem a
propriedade S.

A demonstragao é:

(1) IIRX)

(2) - BE)(R(x) A S(x)))
3) VX)(R(x) — - S(x)) Negagao da afirmativa particular

(4)R(a) PE 1
(5) R(a) > - S(a) PU 3
(6) - S(a) MP 4,5
(7) 3)(- S()) GE 6
Este mesmo argumento pode ser demonstrado de outra forma:
(1) I)R(x)

(2) - (3)(RE) A S(x)))
() V(I)(- (R(X) A S(x)))  NEG 2

(4) R(a) PE 1
(5) - (R(a) A S(a)) PU3
(6) - R(2) v - S(a) DL5
(7) - - R(a) DN 4
(8) - S(a) TP 6,7
(9) I)(- S(x)) GE 8

Este exemplo nos mostra que as demonstragdes ndo sdo, em
geral, Uinicas.
Destacamos que, sendo A e B propriedades quaisquer, as
equivaléncias ldgicas acima construidas:
- (A)P(x)) eq V(x)(- P(x)),
- (Vx)P(x)) eq A(x)(- P(x)),
nos apresentam outras formas da negagdes da afirmativa e nega-
tiva universais ¢ da afirmativa e negativa existenciais:
- ANARX) ABx)) eq V(x)(- (A(x) A B(x)) eq V(x)(- A(X) v - B(x));
- V(X)Y(A(x) = B(x)) eq I(x)(- (A(x) = B(x))) eq I(X)A(X) A - B(x));
- ANARX) A-B(x)) eq V(X)(- (AX) A - B(x))) eq V(X)(- Ax) vB(x)); €
- (VENAX) = - B(x)) eq I(x)(- (Ax) = - B(x))) eq IX)NAX) v B(x)).
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5.5 Argumentos verbais

Para provar a validade de um argumento verbal, agora no Cal-
culo de Quantificadores, procedemos como no estudo da validade
de um argumento verbal no Calculo Proposicional. Escrevemos
o argumento em forma simbdlica e mostramos que conclusio
pode ser deduzida das hipoteses.

Como ja mencionamos, a Logica Matematica ndo pode de
fato preocupar-se com os argumentos verbais. No entanto, apre-
sentamos o exemplo a seguir, pois ele nos mostra que ndo pode-
mos tentar tratar situa¢des do Calculo de Quantificadores com o
Calculo Proposicional.

Exemplo: Mostre que o seguinte argumento ¢ valido: “Todo
microcomputador tem uma porta serial. Alguns microcomputa-
dores tém uma porta paralela. Portanto, alguns microcomputado-
res tém uma porta serial e uma porta paralela.” usando a notagao:

M(x) para representar “x ¢ um microcomputador”;

S(x) para representar “x tem uma porta serial”’;

P(x) para “x tem uma porta paralela”;

0 argumento ¢&:

YE)ME) = SE)), IME) A PE)) FIEME) A SE) A PR)).

(1) VOOM(x) =S(x))

(2) I)M(x) A P(x))

(3) M(a) A P(a) PE 2
(4) M(a) - S(a) PU 1
(5) M(a) S3

(6) S(a) MP 4,5
(7) M(a) A P(a) A S(a) A3,6
(8) M(a) A S(a) A P(a) CL7

(9) IM(x) A S(x) AP(x)) GEB8
No Calculo Proposicional, utilizando A para representar
“todo microcomputador tem uma porta serial”’, B para represen-
tar “alguns microcomputadores tem uma porta paralela” e C para
representar “alguns microcomputadores tem uma porta serial e
uma porta paralela” o nosso argumento é:
A,B}C
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o qual ndo ¢ valido, pois a formula ((A A B) = C) ndo € tautologia.
Isso acontece pois quando afirmamos que M(x) — S(x) vale para
todo x, ou que M(x) A P(x) vale para alguns x, o Calculo Propo-
sicional ndo tem competéncia para tratar dessas quantidades.

5.6 Exercicios propostos

1) Usando os predicados E(x) para “x € um estudante”, I(x)
para “x ¢ inteligente” e M(x) para “x gosta de matematica”, es-
creva formulas que expressem as expressdes a seguir, conside-
rando o universo formado por todas as pessoas:

a) Todos os estudantes sdo inteligentes;

b) Alguns estudantes inteligentes gostam de matematica;

c¢) Todos que gostam de matematica sao estudantes;

d) Apenas estudantes inteligentes gostam de matematica.

2) Encontre o valor logico da formula:
INAR) A V(x)BEX,) = C(x,)
no universo do conjunto dos nimeros inteiros, com a interpreta-
¢ao de que A(x) significa que “x > 07, B(x,x,) significa que “x > X" €
C(x,) € “x,< 0”. D€ uma outra interpretagdo com 0 mesmo uni-
verso de modo que a proposiga@o tenha valor l6gico oposto.

3) Formalize os argumentos:

a)
Todo ntimero par ¢ multiplo de 2;
10 é um numero par;
Portanto, 10 ¢ multiplo de 2.

b)
Todo divisor de 10 ¢ divisor de 20;
5 ¢é divisor de 10;
Portanto, 5 ¢é divisor de 20.

c)
Todo ator gosta de representar;
Augusto ndo gosta de representar;
Portanto, Augusto ndo € um ator.
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4) Demonstre o argumento:
Y(x)(P(x) > R(X)) A - R(XO) |— - P(xo).

5) Prove o argumento:

Y()(P(x) A Q) FV(x)(Q(x) A P(x)).

6) Prove o argumento:

V(x)(P(x) > Q(x.x) F(P(x) = V(x)) Q(x.x,)).

7) Prove o argumento:
YE)((B(x) v C(x)) > AX)) | YE)(B(x) > Ax)).



Introducao a Teoria dos
Conjuntos

Estudaremos neste capitulo a Teoria dos Conjuntos, € como o
leitor perceberd, a fundamentagdo tedrica ja nos ¢ familiar, pois,
na verdade, conceitos estudados no Calculo Proposicional serao
revistos, agora com uma nova rotulagdo, e assim sugerimos que
um paralelo entre o que agora estudaremos e o Calculo Proposi-
cional seja estabelecido.

Neste topico ndo apresentaremos a maioria das demonstra-
coes de resultados e propriedades, visto que sdo perfeitamente
aceitaveis ou justificados quando tragamos, como ja sugerimos,
um paralelo entre o que aqui estudaremos e o Célculo Propo-
sicional. Para os estudantes interessados nessas demonstragdes,
apresentamos algumas e propomos outras como exercicios no
final do capitulo.

O conceito de conjunto aparece em todos os ramos da mate-
matica, e intuitivamente, um conjunto ¢ qualquer lista ou colegdo
bem definida de objetos e seré indicado por letras maiusculas do
alfabeto. Os objetos componentes do conjunto sdo denominados
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elementos ou membros e serdo indicados por letras mintisculas
do alfabeto.

A afirmagdo “p € um elemento de A” ou, equivalentemente,
“p pertence a A”, ¢ indicada por:

peA
A negag@o de p € A ¢ indicada por:
pegA

Existem, essencialmente, dois modos de se especificar um
conjunto particular. Um modo ¢, quando possivel, listar todos os
seus elementos. Por exemplo:

A= {a,e,i,o,u}
indica o conjunto A, cujos elementos sdo as letras a, e, i, 0, €
u. Note-se que os elementos sdo separados por virgulas e inclu-
sos em chaves, ¢ a quantidades de elementos ndo pode ser muito
grande. O segundo modo € enunciar as propriedades que caracte-
rizam os elementos do conjunto ou a logica de formagdo desses
elementos. Por exemplo:
B = {x|x ¢ um interiro e x > 0},
que se 1€ “B ¢ o conjunto dos x, tais que x ¢ um inteiro ¢ X ¢ maior
que zero”, indica o conjunto B cujos elementos sdo os nimeros
inteiros positivos. Neste modo, uma letra minascula do alfabeto,
geralmente x, ¢ usada para indicar um elemento tipico do con-
junto, e a barra vertical significa “tal que” e apos ela citamos
a(s) propriedade(s) que o elemento tipico satisfaz. O conjunto
A={a,e,i,0,u} também pode ser escrito como:
A= {x|x ¢ uma letra do alfabeto e x ¢ uma vogal},
e o conjunto B = {x|x ¢ um interiro e x > 0} também pode ser
escrito como:
A=1{1,2,34,---},

quando apresentamos o primeiro elemento e em seguida outros
que permitem identificar a lei de formacdo de seus elementos.
Neste caso, a partir do segundo elemento este sera igual ao ante-
rior acrescido de uma unidade.

Exemplo: Considere o conjunto:

E = {x|x*-3x +2 =0},

formado pelos numeros que sao solugdes da equagio:
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x2-3x+2=0,
ou seja, o conjunto solucdo da equagdo dada. Como as solugdes
da equacdo s2o 1 e 2, também poderiamos escrever:
E={1,2}.

Defini¢ao: Dois conjuntos A e B sfo iguais e escrevemos
A =B se eles sdao formados pelos mesmos elementos, isto é, se e
somente se cada elemento de A pertence a B e cada elemento de
B pertence a A. Formalizando:

A=Beo VE)I((xe A—>xeB)a(x e B—oxeA)).

A negacdo de A = B ¢ indicada por A # B, e significa que al-
gum elemento de A ndo ¢ elemento de B ou algum elemento de B
ndo ¢ elemento de A. Formalizando:

A#BodX)((x e ArxgB)v(xeBax g A)).

Exemplo: Sejam E = {x|x> — 3x + 2 =0}, F = {2,1} ¢

G= {1,2,2,1,6} :
3

Entao, E=F =G.

Observemos que um conjunto ndo depende da maneira pela
qual seus elementos sdo mostrados. Um conjunto permanece o
mesmo se seus elementos sdo repetidos ou reordenados.

Defini¢do: Um conjunto ¢é finito se consiste de exatamente
n elementos diferentes, em que n é algum inteiro positivo, caso
contrario, ¢ infinito.

Exemplos:

1) Seja M o conjunto dos dias da semana, isto é:

M = {domingo, segunda, ter¢a, quarta, quinta, sexta, sabado},
entdo M ¢ finito.

2) Seja’Y = {2,4,6,8}. Y ¢ infinito.

Defini¢ao: Um conjunto A é um subconjunto de um conjunto
B e indica-se:

AcBouB2oA,
se ¢ somente se cada elemento de A também pertence a B, isto €,
se x € A, entdo x € B. Formalizando:
AcB e V)(xe A—xeB).
Podemos também dizer que A esta contido em B, ou ainda que B
contéem A. A notacdo A — B ¢ utilizada quando cada elemento de
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A também pertence a B e B possui algum elemento que ndo esta
em A. Em outras palavras A < B significa que A < B ou A=B.
Anegacdo de A < B oude A — B ¢ indicada por A & B e afirma
que existe pelo menos um x € A tal que x ¢ B. Formalizando:
AzBo dX)(x e Aax ¢ B).
Exemplo: Consideremos os conjuntos:
A={13,57,--},
B = {5,10,15,20,---},

C={x|xéprimoex>2}={3,57,11,---}.

Observe que C — A pois todo nimero primo maior do que
dois é impar. Por outro lado, B & A pois, por exemplo, 10 € B,
mas 10 ¢ A.

Também é conveniente introduzir o conceito de conjunto va-
zio, isto ¢, um conjunto que ndo contém nenhum elemento, e
que ¢ denotado por { } ou &J. O conjunto vazio é subconjunto
de todos os outros conjuntos e dele proprio, ou seja, se A é um
conjunto qualquer entdo & < A.

Exemplo: Seja A = {x|x?=4 e x ¢ impar}. Entdo A ¢ vazio,
istoé, A={ } =(.

Observe que de acordo com a ltima definigdo todo conjunto
A ¢é subconjunto dele mesmo, isto ¢, A < A. Também decorre
dessa defini¢cdo que dados dois conjuntos Ae B, AcBeBcA
se e somente se A = B, uma nova defini¢@o para a igualdade de
dois conjuntos A e B.

Se Ac BeA#B, oquedenotamos porAc B, e A#J, di-
zemos que A € um subconjunto proprio de B, ou que B contém
propriamente A. O conjunto vazio e o proprio B sdo ditos sub-
conjuntos improprios de B.

Teorema: Sejam A, B, e C conjuntos. Se Ac B e B < C entdo
AcC.

Demonstrac¢ao: Sejax € A. Como A < B cada elemento de A
também pertence a B. Assim x € B. Como B < C cada elemento
de B também pertence a C. E assim x € C, o que mostraque Ac C
como queriamos.
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Em qualquer estudo da Teoria dos Conjuntos, todos os con-
juntos em questdo sdo considerados como subconjuntos de um
conjunto fixo. Denominamos este conjunto de conjunto universo
e o indicaremos por U.

Exemplos:

1) Na geometria plana, o conjunto universo ¢ o conjunto for-
mado por todos os pontos do plano.

2) Nos estudos sobre a populagdo humana, o conjunto univer-
so ¢ formado por todas as pessoas do mundo.

Frequentemente, os elementos de um conjunto também sdo
conjuntos. Por exemplo, cada reta de um conjunto de retas ¢ um
conjunto de pontos. Assim, temos as seguintes definigoes.

Defini¢ao: Chama-se classe ou cole¢do um conjunto de con-
juntos, ou seja, um conjunto no qual seus elementos também
sdo conjuntos. Subclasse ou subcole¢do sdo definidos de forma
analoga a defini¢dao de subconjunto.

Exemplo: Os elementos da classe {{2,3}, {2}, {5,6} } sdo os
conjuntos {2,3}, {2} e {5,6}.

Defini¢ao: Dado um conjunto A, chama-se conjunto das par-
tes de A, que ¢ indicado por P(A) ou 24, a classe de todos os
subconjuntos de A.

Exemplo: Se A = {a} entdo 2= {A, J}. Se B = {a,b} entdo
28={A,J,{a},{b}}. Se C = {a,b,c}, entdo 2°= {A,J,{a},{b},
{c}.{ab},{ac),{bc}}.

Observe que se A ¢ finito, com n elementos, entdo P(A) possui
2" elementos.

6.1 Operacoes com conjuntos

Definicio: A reunido ou unido de dois conjuntos A e B, indi-
cada por A U B, ¢ o conjunto de todos os elementos que perten-
cemaAouaB:

AUB = {x|x e Aoux € B}.

Definicao: A intersec¢do de dois conjuntos A e B, indicada por

A N B, ¢ o conjunto de todos os elementos que pertencem a A e a B:
ANB ={xjx e Aex € B}.
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Se An B = isto ¢, se A e B ndo tem nenhum elemento co-
mum, entio dizemos que A e B sio disjuntos. Agora, se AL B =
entio A=JeB=0.

Defini¢ao: O complementar relativo de um conjunto B com
respeito a um conjunto A ou, simplesmente, a diferenga de A e
B, indicada por A\B ou A — B ou ainda C,B, ¢ o conjunto dos
elementos que pertencem a A, mas ndo pertencem a B:

A\B = {x|x € Aex ¢ B}.

Veja que nesta defini¢do ndo exigimos que B — A. Alguns auto-
res deixam a notagdo C,B exclusiva para quando temos B c A, o
que ndo sera adotado neste texto.

Defini¢ao: O complementar absoluto ou, simplesmente, com-
plementar de um conjunto A, indicado por A ouC, € o conjunto
dos elementos que ndo pertencem a A:

Af={xlxeUex ¢ A}.

Observe que o complementar absoluto de um conjunto A é a
diferenca do conjunto universo e A.

Exemplo: Sejam:

A=1{1,2,3,4}
e
B={3,4,5,6,7},
emque U= {1,2,34,5,---} =Z" . Entdo:
AuB={1,234,5,6,7}

ANB= {34
AB= {12}
B\A = {5,6,7}

A= {5,6,7,8,---}

Teorema: Sejam A, B, e C conjuntos quaisquer. Valem as
seguintes propriedades, conhecidas como as leis da algebra dos
conjuntos:

1) Leis Idempotentes:

aA)AUA=A;
b)ANnA=A.

2) Leis Associativas:
a)(AuB)uUC = AuBUC)
b)(AnB)NnC = AnBNC).
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3) Leis Comutativas:
a)AUB=BUA;
b)AnB=BnNA.

4) Leis Distributivas:

A AUBNC) = (AuB)N(AUC);
b)ANBUC) = (AnB)UANCO).
5) Leis de Identidade:
AAUVID=A;
b) AN D=0,
coAuU=U;
dANU=A.

6) Leis de Complementagao:
A)AUA“=U;
b)AN A =;
¢) (A =A;
dUuc=y;
e) J=U.

7) Leis de De Morgan:
a) (AUB)=A°"BS;
b) (AN B) =AU B°€.

Vamos demonstrar a primeira das leis de De Morgan. Seja en-
tdox € (AU B)C. Logox ¢ AuUBeassim x ¢ Aex ¢ B. Logo
x € A®ex € B¢ oux € AN BS, e, portanto, (A U B)° < A°n BC.
Analogamente se mostra que A B¢ (A m B)©, concluindo que
(AN B)*=A“NB°.

Fica claro a semelhanga entre as leis acima e as equivaléncias
logicas denominadas Equivaléncias Notaveis, apresentadas no
capitulo Calculo Proposicional. Veja, como exemplo, a segunda
lei comutativa:

ANnB={xjxeAexeB}={x|lxeBexeA}=BnA.

Usamos, aqui, o fato de que se a variavel proposicional p re-
presenta “x € A” e a variavel proposicional q representa “x € B”,
temos que (p A q) € logicamente equivalente a (q A p) pela Equi-
valéncia Notavel Lei Comutativa. Por isso ndo nos preocupare-
mos com as demonstra¢des das demais leis.
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Teorema: Sejam A e B conjuntos quaisquer. Cada uma das
seguintes condigdes é equivalente a Ac B:
a)ANB=A;
b) AuB=B;
c) BCc AS;
d)AnBC=;
e)BUA=U.
A validade deste teorema fica bem compreendida quanto uti-
lizamos os diagramas de Euler-Venn, que veremos a seguir, ¢ a
demonstracdo, bastante simples, ¢ deixada a cargo do leitor.

6.2 Diagramas de Euler-Venn

Entre 1770 e 1772, Leonard Euler utilizou diagramas em
“Cartas a uma princesa da Alemanha” para exemplificar os qua-
tro tipos de expressdes do Célculo de Quantificadores, nosso ob-
jeto de estudo no proximo capitulo:

Todo X éY;
Algum X ¢Y;
Nenhum X €Y;
Algum X ndo €Y.

Em 1880, John Venn propds nova forma de diagramas circu-
lares, dando uma interpreta¢do mais elucidativa. Nestes diagra-
mas, sendo U o conjunto universo ¢ A e B dois conjuntos em U,
estes sdo representados por:

U

Com estas representagdes, podemos compreender as opera-
¢oOes e propriedades acima estudadas, como por exemplo, o dia-
gramade AU B = {x|x € Aoux € B} quando A=B ¢:
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Agora, se A # B temos os casos:
1) AN B={,isto é, A e B sdo disjuntos:

AuUB
i)ANB#J,comBcCA:

AUB=A

iii) A N B# &, e nenhum deles esta contido no outro:

AUB

Outros casos particulares, como por exemplo, quanto um de-
les ¢ o conjunto vazio ou quando um deles € o conjunto universo,
entre outros, serdo deixados a cargo do leitor.

U
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Veja agora que o diagrama de A N B = {x|x € Ae x € B}, com
A=Bé¢:

Agora quando A # B temos os casos:
i) A e B disjuntos:

ANnB=J

i) ANB#J,comBcCA:

iii) A N B # J, e nenhum deles esta contido no outro:

AUB

U
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Outros casos particulares, como por exemplo, quanto um de-
les € o conjunto vazio ou quando um deles é o conjunto universo,
entre outros, serdo deixados a cargo do leitor.

6.3 Exercicios propostos
1) Seja A= {x|3 - x =6} E verdade que A =2?

2) Verifique quais dos seguintes conjuntos:
{tr,s}, {s,t.r,s}, {t,s,t.r} e {s,5,,t}
sdo iguais.

3) Verifique quais dos seguintes conjuntos sao finitos:
a) O conjunto dos meses do ano

b) {1,2,3,---,99,100}

c¢) O conjunto das pessoas que vivem na Terra

d) {1,2,3,4,5,---}

e) {x|x € um numero par}.

4) Determine quais dos seguintes conjuntos, &, {0} e {J}
sdo iguais.

5) Determine se algum destes conjuntos € o conjunto vazio:
X={xx*=9¢2 -x=4},
Y = {x|x #x},
Z={x|x +8=28}.

6) Verifique se cada afirmacao ¢ verdadeira ou falsa:
a) Todo subconjunto de um conjunto finito ¢ finito.
b) Todo subconjunto de um conjunto infinito € infinito.

7) Mostre que A = {2,3,4,5} ndo ¢ um subconjunto de
B = {x|x é par}.

8) Determine o conjunto das partes de A e o conjunto das par-
tes de B, quando A= {1,2,3,4} e B= {1, {2,3},4}.
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9) Sejam: A= {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, B={2,4,6,8}, C={1,3,5,7,9},
D= {345} e E={3,5}.

Verifique entre os conjuntos acima, qual(is) pode(m) ser
igual(is) a X se:

a) X e B sdo disjuntos;

b) X D, mas X ¢ B;

¢)XcA mas X C.

10) Sejam:

V={d}, W= {c,d}, X={ab,c},Y={ab} eZ={ab,d}
Determine se cada afirmagdo ¢ verdadeira ou falsa:
a)YcX

b)yW+#Z

c)ZoV

dvVcX

e) X=W

HDwWcY.

11) Sejam U = {a,b,c,d,e,f,g}, A= {a,b,c,d,e}, B= {a,c,e,g} e
C = {b,e,f,g}. Determine:

a)AuC

b)BNnA

c) C\B

d)BcuC

e) C°nA

f) (A\C)©

g) (A\BO®

h) (A N A)C.

12) A férmula A\B = A n B€ define a operagdo de diferenga
em fung@o de operagdes de intersecdo e complementacdo. En-
contre:

a) Uma formula que defina a reunido de dois conjuntos quais-
quer A e B, em funcdo das operagdes de interse¢do e comple-
mentacao



146 Fundamentos matematicos

b) Uma formula que defina a intersecdo de dois conjuntos
quaisquer A e B, em fung¢ao das operagdes de reunido e comple-
mentagao.

13) Sejam:

U= {1,23,45,6,7,89}, A= {1,2,3,4}, B={2,4,6,8} e C =
{3,4,5,6}.

Encontre:

a) A€

b)AnC

c) (AN C)F

dAUB

e) B\C.

14) Demonstre que B\A =B n A°.

15) Demonstre que AN (BU C)=(AnB) U(ANC).
16) Demonstre que (A\B) "B = .

17) Demonstre que (AU B)© = A® n BC.

18) Demonstre que: AN B c AcCAUB.

19) Demonstre que se A N B = J entdo A < BE.

20) Demonstre que A°\B® =B\A.

21) Demonstre que A < B implica A U (B\A) = B.

22)

a) Demonstre A N (B\C) = (AnB)\(ANC)

b) Dar um exemplo para mostrar que:
AuBC)#AUBNAUCO).
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23) Represente o conjunto A\B através de diagramas de Venn
nos seguintes casos:

a) A e B disjuntos

b)Bc A

¢) A N B # J, mas nenhum deles esta contido no outro.



Algebra Superior e a
algebra Booleana

Nosso objetivo neste capitulo € conhecer a algebra Booleana,
em particular a algebra dos computadores, mas, antes temos um
longo caminho a percorrer. Estudaremos estruturas algébricas,
quando conceitos por nos ja utilizados ou simplesmente conheci-
dos serdo definidos formalmente como este estudo exige, como
por exemplo, o conceito de operagdo em um conjunto, por nds ja
conhecido e praticado desde nossa infancia quando conhecemos
as operagdes com nUmeros.

Depois, no Calculo Proposicional conhecemos e praticamos
as operagoes com funcdo de verdade, e neste capitulo veremos
uma defini¢ao geral de operagdo, para a qual todas as operagoes
que conhecemos sdo casos particulares, ou se preferir, exemplos.
Este estudo nos mostrara que a algebra Booleana ¢ um exemplo
de uma estrutura algébrica, e a algebra dos computadores € uma
algebra Booleana particular.

Como neste capitulo muitas demonstragdes serdo realizadas,
preliminarmente vamos realizar uma breve apresentagao das técni-
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cas de demonstracdo. Na verdade, essas técnicas ja foram utilizadas
ao longo desta obra, e agora vamos apenas denomina-las e praticar
alguns poucos exemplos, pois na verdade a pratica acontecera em
muitos outros momentos da sua vida académica ou profissional.

As principais técnicas de demonstragdo podem ser divididas
em dois grupos:

i) demonstragdes diretas, e

i1) demonstragdes indiretas.

Antes de apresentarmos cada um desses grupos, lembramos
que uma afirmagao pode ndo exigir demonstragdo, ou seja, ser
uma verdade absoluta, isto é, uma tautologia. Neste momento
nao sdo estas que nos interessam, pois, agora nosso objeto de es-
tudo ¢ a afirmag@o que exige uma demonstracdo. A grande maio-
ria delas tem a forma A — B, outras a forma A <> B, a qual como
sabemos ¢ logicamente equivalente a (A — B) A (B > A).

7.1 Demonstracoes diretas

Estas demonstragdes sdo as que realizamos justificando cada
passo com as regras de inferéncia, com as equivaléncias logicas
ou com as regras para a retirada ou inclusdo de quantificadores.
Embora ja tenhamos visto muitas, vamos recorda-la.

Toda demonstragdo direta deve comegar com as premissas A,
A,, ---, A, a partir das quais sdo aplicadas regras de inferéncia,
equivaléncias logicas ou regras para a retirada ou inclusdo de
quantificadores, até chegar a conclusdo B, sendo que cada con-
clusdo obtida em cada passo constitui mais uma premissa a ser
considerada para o proximo passo, € cada passo deve ser justifi-
cado com a apresentagdo do que foi aplicado e quais premissas
foram envolvidas. E obvio que tautologias podem ser inseridas
em qualquer demonstragdo, em qualquer momento. Quando ob-
temos B, demonstramos que de A A A, A -+ A A podemos con-
cluir B, ou que A AA A -+ AA_implica logicamente B, ou ainda
que as formulas A , A, ---, A implicam logicamente a féormula
B.



150 Fundamentos matematicos

Como na condicional, se o antecedente é falso a condicio-
nal é verdadeira, e assim nada temos a demonstrar, este tipo de
demonstracdo so6 faz sentido quando todas as premissas forem
verdadeiras, pelo menos em suposigao.

Exemplo: Se cu trabalhar e poupar entdo comprarei um bar-
co. Se comprar um barco, entdo conhecerei 0 mundo. Como eu
trabalho, portanto, se ndo conhego o mundo entdo ndo poupei.

Demonstrag¢ao: Conforme vimos no topico Argumentos Ver-
bais, sendo:

p: trabalhar,

q : poupar,

r : comprar um barco, ¢

p,: conhecer o mundo,

o enunciado anterior podemos escrever na forma:
(PAQ>DAT—>p)Ap FG-p,—-9)
o qual é o mesmo que:
(PAQ=>DAT>p)APA-P, F-q
pelo Teorema da Deducao.

DParg—>r

(2)r—p,

3)p

4 -p,

S (pAqg) —p, HS 1,2
6)-p, >-(Pr Q) LC5
M-Pprq) MP 4, 6
@®)-pv-q DL 7
®--p DN 3
(10)-q TP 8,9

Exemplo: Demonstrar que, se x> +2 - x>3ex=2-a—1,
entdo, a>> 1.

Demonstragio: Sejam:

p:x*+2-x>3,

qg:x=2-a—-1,e

r:a’>1.

Devemos demonstrar r a partir da premissa p A q.
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(DpAq: x*+2-x>23Ax=2-a-1
Q)p:x*+2-x>3 S1
B)qgx=2-a-1 S1
@®R-a-1P+2-2-a-1)>3 Substituicao
(5)4-a’>4
(6)q:a>>1
A demonstracdo direta pode ainda ser realizada através de um
contraexemplo. Na verdade, esse tipo de demonstragdo ¢ utili-
zada para demonstrar que determinada afirmacdo ndo ¢ valida
e tem por base que “ndo ¢ verdade que todo elemento x possui
a propriedade p” € logicamente equivalente a “existe algum
elemento x que ndo possui a propriedade p”’, conforme vimos no
topico Nogdes sobre Calculo de Quantificadores.
Exemplo: Demonstrar que para todo natural n, tem-se n+1=35.
Demonstragao: Suspeitamos que o argumento ¢ falso. Assim
nos basta encontrar um nimero natural n tal que n + 1 = 5 nao
seja verdade.
Considere n = 10 e assim 10+ 1 =11.
Logo, existe um niimero natural n tal que n+ 1 =15 ¢ falso.
Portanto, ndo ¢ verdade que, para todo natural n, temos n+1=>5.

7.2 Demonstracoes indiretas

A demonstracdo indireta ¢ uma técnica na qual uma afirmacao
¢ confirmada a partir da verificagdo da falsidade obtida ao supor
0 oposto.

Entre os métodos de demonstragdes indiretas, estudaremos os
seguintes:

a) por contraposi¢ao;

b) por casos;

¢) por redugdo ao absurdo; e

d) por arvore de refutacdo.

7.2.1 Demonstracio indireta por contraposicio

Consiste na verdade na aplicacdo da lei condicional:
A—>Beq-B—-A,
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ou seja, em vez de demonstrarmos A — B demonstramos - B — - A,
e nesta demonstracao utilizamos a demonstragao direta.

7.2.2 Demonstracgao indireta por casos

Este método ¢ na verdade o método da dedug@o por nos ja
estudado, segundo o qual sede A, A, -+, A , A podemos con-
cluir Bentdode A, A,, -+, A , podemos concluir A — B, € assim
se temos as premissas A, A, ---, A , para demonstrar a conclusdo
A — B podemos utilizar a formula A também como premissa
paraentdo de A, A, ---, A , A concluirmos B. Este método ja foi
por ndés demonstrado no teorema da dedugdo, e também varias
vezes utilizado, quando vimos que usando uma premissa adicio-
nal A podemos facilitar ou simplificar a demonstragdo. Assim,
apenas justificaremos o seu nome agora apresentado: demonstra-
¢do indireta por casos.

Sede A, A, --,A,Aoude A AA A -+ AA A A, podemos
concluir B, ou seja, se B € consequéncia logicade A, A, -+, A, A,
entdo B € consequéncia logica de A , B € consequéncia logica de
A,, -+, B € consequéncia logica de A , € B € consequéncia logica
de A, ou seja, em todos os casos, as implicagdes, valem, ou ainda,
todas as premissas implicam logicamente a conclusdo. O outro
lado também € verdadeiro, isto €, se cada uma das premissas A,
A, -+, A, Aimplicam logicamente a conclusdo B entdo de A,

2

A, A, A oude A AA A - AA A A podemos concluir B.

7.2.3 Demonstracio indireta por reduciio ao absurdo

A demonstragdo por absurdo mostra a falsidade de uma suposi-
¢do derivando dela um absurdo flagrante. Em geral, a utilizagéo des-
te método para provar que uma concluso B é verdadeira consiste na
suposicao da negagdo de B, o que nos conduzira a um absurdo, seja
mostrando uma afirmagdo - A sendo que A ja foi mostrada anterior-
mente ou mesmo mostrando que B ¢é verdadeira.
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Como exemplo demonstraremos que existe um numero infi-
nito de nimeros primos, um dos teoremas mais importantes da
Teoria dos Numeros.

Vamos supor entdo que ndo existem infinitos niimeros primos.

Por defini¢ao, sabemos que os numeros primos sao 0s numeros
naturais maiores do que 1 e que somente podem ser decompostos
como o produto de dois fatores: ele mesmo e a unidade. S@o eles:

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, ---

Sabemos também que todo nimero natural maior que 1 pode
ser escrito como o produto de fatores primos.

Pela nossa suposigdo existe um ultimo primo U, ou seja, os
nameros primos sao:

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31,37, ---, U.

Considere entdo onimeroV=2-3-5-7-11-13-17-19-23 -
29-31-37-(U+1).

V ¢ maior do que U e assim V ndo pode ser primo, o que im-
plica que pelo menos um dos primos 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23,
29,31, 37, ..., U divide V, o que ndo ¢é verdade. Logo V ¢ primo
e U ndo ¢ o maior dos nimeros primos, e assim ¢ falso que ndo
existem infinitos numeros primos.

7.3 Algoritmo da divisdo — miltiplos ou divisores
Usualmente os nimeros nos sdo apresentados na base deci-
mal, mas a algebra dos computadores esta fundamentada na base
bindria e a ferramenta que nos permite a conversao de bases,
como veremos, ¢ o algoritmo da divisdo. Antes, porém, este algo-
ritmo se fara presente na demonstrag¢ao de importantes resultados
que caracterizam uma importante relacio da Algebra Superior,
a relagdo de equivaléncia médulo m. Nessa relagdo, como vere-
mos, o conceito de multiplo ou de divisor sdo essenciais e como
este esta intimamente relacionado com o algoritmo da divisdo os
apresentaremos previamente. Este algoritmo se deve a Euclides,
e por isso também ¢ conhecido como algoritmo de Euclides:
Dados dois niimeros inteiros n e d, com d > 0, existem dois nu-
meros inteiros q e r taisquen=q - d + r, com 0 <r <d. Além disso,
0s nimeros q € r sao unicos, para cada par de niimeros n e d dados.
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Demonstracio:

A demonstragdo deste algoritmo ¢ realizada em duas partes.
Na primeira mostramos a existéncia dos inteiros q e r € na segun-
da mostramos que eles sdo Unicos.

(1) Existéncia:

Suponha inicialmente que n ¢ um numero natural.

Vamos usar o principio da indugdo, fazendo a indugéo sobre n.

Paran=1,tem-seq=1er=0nocasod=1,pois1=1-1+0.
Nocasod>1, tem-seq=0er=1,umavezque 1=0-d+ 1.

Suponhamos o algoritmo valido paran=k, isto ¢, k=q - d +r,
com0<r<d.

Desse modo, k+1=q-d+r+1.Como0< r< d- 1, anali-
semos os casos 0 <r<d—-2er=d- 1 separadamente.

Parar =d -1 temosr+1 =d,eassimk+1=q-d+d=d-(q+1).
Logo, k + 1 dividido por d tem q + 1 como quociente e resto zero.

Agora, para 0 <r<d -2 temos 1 <r+1<d- 1. Assim,
k+1=q-d+r+1,emquel<r+1<d-I.Portanto, o algorit-
mo também ¢ valido paran=k + 1.

Portanto, pelo principio da indugéo, o algoritmo ¢ valido para
todo niimero natural n.

Para n =0, tem-se zero como quociente e resto, pois 0=0 - d + 0.

Sen<0,den=q-d+r,com0<r<d,segue queser=0,
temos:

-n=—-q-d+0,
e caso contrario:

-n=-q-d-r=-q-d-d+d -r=(-q-1)-d+(d-1),
ecomo 0<r<d,entdo, 0 <d-r<d.

Desse modo, o algoritmo € valido para todo inteiro negativo.

Portanto, o algoritmo € valido para todo inteiro n.

(i1) Unicidade:

Agora vamos mostrar que os nimeros inteiros q € r sdo uni-
cos, para cada par de numeros inteiros n, d dado. Vamos supor
que existam dois inteirosue v, taisquen=q-d+ren=u-d+v,



Algebra Superior e a algebra Booleana 155

com0<r<de0< v<d. Vamos supor que u<q. Logo,u+1<q,

pois u e q sdo inteiros. Podemos concluir que:
r=n—-q-d<n-(u+1l)-d=n-u-d-d=v-d<0,

0 que ¢ uma contradi¢do, pois r > 0.

O mesmo raciocinio pode ser usado para o caso em que u > ¢,
para obter uma contradigao.

Logo so resta u = q. Portanto, temosn=q -d+ren=q-d+v,
o que implica r = v. E assim a unicidade esta provada, concluindo
a nossa demonstragao.

De acordo com o algoritmo de Euclides, dados dois nimeros
inteiros n e d, com d > 0, existem dois niimeros inteiros q e r, tais
quen=q - d+r,com0<r<d. O conceito de multiplo ou divisor
¢ um caso especial desse algoritmo: quando r =0 temosn=q - d
quando dizemos que n é multiplo de d ou que d divide n, o que
simbolizamos por d | n.

7.4 Relagoes, aplicacoes e operacoes

Defini¢cdo: Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, de-
fine-se o produto cartesiano de A e B como sendo o conjunto
AxB = {(x,y)| x € Aey e B}. Além disso, se B={ }, entdo,
Ax{ }={ } ={ }xA, onde { } representa o conjunto vazio.

Exemplo: Sendo A= {2,3} e B={3,4,5}, temos:

AxB = {(2,3),(2,4),(2,5),(3,3),(3,4),(3,5)} .

Defini¢io: Sendo A e B dois conjuntos, chama-se relacdo de
A em B ou entre A ¢ B qualquer subconjunto de AxB.

Exemplo: Sendo A = {2,3} ¢ B = {3,4,5}, os conjuntos
R= {23,242}, S= {33}, T= {(2.3)(3.5)}, { } cAxB
sdo exemplos de relagdes de A em B.

Sendo R uma relagdo de um conjunto A em um conjunto B,
isto ¢, R < AxB, o dominio de R ¢ o conjunto:

D(R) = {x €Al3(y), y € B com (x,y) € R},
e a imagem de R € o conjunto:
Im(R) = {y € B|3(x), x € Acom (x,y) € R}.
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Notacio: Se (x,y) € R, onde R é uma relagdo de um conjun-
to A em um conjunto B escrevemos xRy e dizemos que x esta
associado a y pela relacdo R ou x se relaciona com y através da
relagdo R.

Defini¢io: Sendo A e B dois conjuntos e R uma relagdo de A
em B, a relagdo inversa de R € o conjunto:

R'= {(y,x) € BxA |[(x,y) € R}.

Observe que R™! ¢ uma relagdo de B em A.

Exemplos:

1) Sendo:

A={1,2,3,5},

B={3,4,6,9}

R =1{(1,4),(3,6),(3,9).(5,3)},
temos que:

DR) = {1,3,5},

Im(R) = {3,4,6,9},

R7={(4,1),(6,3),(9,3),(3,5)},

DR = {3,4,6,9} = Im(R)

Im(R") = {1,3,5} =D(R).

2) Sendo A e B o conjunto dos nimeros naturais, isto ¢, A=B =N,
considere a relagdo R dada por:

R={(x,y) € NxNJx <y}.

R € uma relagdo, pois R NxN e D(R) =N, Im(R) =N - {1},
R = {(x,y) € NxN|x >y}, DR")=N- {1} eIlmR")=N.

Quando A e B sdo subconjuntos finitos do conjunto dos ntime-
ros reais, podemos representar graficamente uma relagdo qual-
quer de A em B usando o plano cartesiano. Voltando ao exemplo
1 anterior, temos a seguinte representacao grafica da relagdo R:
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!

Quando A ¢ B sdo conjuntos finitos podemos representar gra-
ficamente uma relacdo qualquer de A em B usando diagrama de
flechas. A relacdo R do exemplo anterior pode ser assim repre-
sentada por um diagrama de flechas:

Defini¢ao: Dado um conjunto ndo vazio A, uma relagdo em A
¢ uma relacdo de Aem A.

Defini¢cdo: Dado um conjunto ndo vazio A, uma relacdo R
em A diz-se uma relagdo de equivaléncia em A se satisfaz as
seguintes condigoes:

1) V(x)(x € A — xRx), ou seja, para todo x € A, (x,x) € R.
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i) V(x,y)(X,y € A A xRy — yRX), ou seja, para quaisquer X,y € A,
se (x,y) € R, entdo, (y,x)e R.

iil) V(x,y,2)(x,y,z € A A xRy A yRz — xRz), ou seja, para
quaisquer x,y,z € A, se (x,¥) € Re (y,z) € R entdo (x,z) € R.

Quando R satisfaz 1) dizemos que R é reflexiva. Quando R
satisfaz ii) dizemos que R ¢ simétrica. Quando R satisfaz iii) di-
zemos que R ¢ transitiva.

Exemplos:

1) Seja R a relagdo em Q definida por (x,y) € R se e se so-
mente se X —y € Z. R € uma rela¢do de equivaléncia, pois para
quaisquer x,y,z € Q, temos:

1) (x,x) € R, poisx—x =0 € Z. Logo R ¢ reflexiva.

i) Se (x,y) € R, entdo,x—y € Z, e, assim, y—x=—(x—y) € Z,
ou seja, (y,x) € R. Logo R ¢ simétrica.

iii) Se (x,y) € Rentdo,x —y € Z. Se (y,z) € Rentdo,y—z € Z.
Somando-se, obtemos x —y+y—z=a+b,coma=x-ye
b=y-z ComoaecZebeZtemosquea+b e Z,ouseja,x—z € Z,

e assim (x,z) € R. Logo R ¢ transitiva.
2) Seja A um conjunto ndo vazio. Seja R uma relagdo em A
definida por:
R = {(xy) € AxAx =y},
a qual também pode ser descrita por:
xRy & x=y.
R ¢ uma relagdo de equivaléncia, e a demonstragdo ficard a
cargo do leitor.
3) Seja A o conjunto dos niimeros reais e definamos a relagdo
S em A por:
S= {(xy) € AxAl* =y},
a qual também pode ser descrita por:
xSy © x? =y
S ¢ uma relagdo de equivaléncia em A , e a demonstracao
ficara a cargo do leitor.
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4) Em N, isto ¢, sendo A o conjunto dos nimeros naturais,
considere a relag3o:

R = {(a,b) € NxNJa <b}.

R ndo é uma relagdo de equivaléncia em N, uma vez que R
nao € simétrica em N, pois existem a,b € N,coma<beb>a, o
que pode ser comprovado escolhendo, por exemplo,a=1eb=2.

5) Seja A= {1,2,3}. Considere as relagdes em A:

R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,3),(3,2)};

S = {(1.2,2.3).(13)};

T={(1.2.21)}; e

R ={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3),(1,3),(3,2)}.

R ¢ reflexiva, R ndo é simétrica e R ndo ¢ transitiva.

S nao ¢ reflexiva, S ndo ¢ simétrica e S ¢ transitiva.

T nédo é reflexiva, T é simétrica € T ndo é transitiva.

U é reflexiva, U ndo é simétrica e U ¢é transitiva.

Notagio: E usual denotar uma relagio de equivaléncia R em
um conjunto A por ~, isto é, usualmente escreve-se X ~ y, em vez
de xRy.

Quando A ¢ um conjunto finito o diagrama de flechas que
representa uma relacdo qualquer em A pode ser simplificado. A
relacdo R do exemplo 5 proposto pode ser assim representada:

@
Observe que nesta representagao a propriedade reflexiva é valida
se e somente se em cada elemento do diagrama houver um lago:
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a propriedade simétrica sera valida se e somente se toda flecha
tiver duas pontas:

e a propriedade transitiva sera valida se para todo par de flechas
consecutivas existir uma flecha cuja origem € a origem a primeira
e o final ¢ o final da segunda.

o—e
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Definicao: Seja A # { } e seja R uma relagdo de equivaléncia
emA. Dado a € A, chama-se classe de equivaléncia de a, médulo
R, ou segundo R, o conjunto a = {x € A|xRa}.

O conjunto das classes de equivaléncia de uma relagdo de
equivaléncia R em um conjunto A, ndo vazio, chama-se conjunto
quociente de A pela relagdo R e ¢ denotado por A\R.

Proposicdo: Seja ~ uma relagdo de equivaléncia em um con-
junto ndo vazio A e sejam a,b,c € A. As seguintes afirmagdes sdo
equivalentes:

a~b;

ae b;

bea;

a=b.

Demonstracio:

Vejaquea~b =ae p.

Agoraa~b = b ~ a, pois ~ ¢ comutativa,eb~a=b € a.

Tambémbea=>b~aeb~a=a~Db,pois~ écomutativa.

Logo1 =2 =3 = 1eassim 1, 2 e 3 sdo equivalentes.

Precisamos ainda mostrar agora que 4 ¢ equivalente a 1, 2 ou
3. Vamos mostrar que 4 <& 1.

Tomemos por hipdtesea= b .

Agorasea= bentioa € b, poisa € 3, e assim a ~ b, con-
cluindo que 4 = 1.

Agora tomemos por hipotese a ~ b.

Sabemos que para qualquer x € A, X € 2, se ¢ somente se X ~ a.

Agora, se x ~aea~b, entdo, X ~ b, pois ~ ¢ transitiva, ¢ assim
xeb.

Logosex € 3, entdo,x € b,ouseja,ac b.

Analogamente se verifica que b < a. Logo a = b, € assim
concluimos que 1 = 4, encerrando nossa demonstragao.

Veja que desta tltima proposi¢ao conclui-se que duas classes
de equivaléncia sdo iguais ou sdo disjuntas.
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Exemplos:
1) Seja A= {1,2,3,4} e consideremos a relagdo em A:

~= {(1LD,22),33)44,(1,312313,1.3.2(12).2.1)}.

~ ¢ uma relagdo de equivaléncia em A e as suas classes de
equivaléncia sdo:

1={1,2,3},

1=2=23 pois como 2 ~ 1, entdo pela proposicdo 2=1 ¢
como 3 ~ 1, entdo pela proposi¢do 3=1 ,

4=14).

Assim, o conjunto quociente de A pela relagio ~ ¢
Al ~= ﬁ,Z}: {123 {4}

2) Seja A =R. Seja S uma relagdo em A definida por:

S = {(x,y) € AXA|x =y}.

Para qualquer x € R, temos que X = {X} e R\S= {{x}[xeR}.

Defini¢ao: Seja m > 1 um nimero inteiro. Dados a,b € Z,
dizemos que a é congruo a b modulo m se e somente se m | (a — b),
isto ¢, m divide a diferenga entre a e b, o que denotamos por
a=b (modm)ou a=b.

Observe que dizer que m | (a — b) € o mesmo que dizer que
a—b é multiplo de m, ou seja, m | (a—b) se e somentesea—b=k - m
para algumk € Z.

Agora vamos justificar a escolha m > 1, na defini¢do de con-
gruos acima. Veja que se:

1) se m = 0, entdo para quaisquer a,b € Z, afb se e somente
sea—b=k - 0paraalgum k € Z, ou seja, se e somente se a =b.

ii) se m = 1, entdo para quaisquer a,b € Z, a=b se e somente
sca—b=k - 1 para algum k € Z, isto &, 1|(a ! b). Logo, para
quaisquer a,b € Z temos a?b.

iii) se m < 0, entdo para quaisquer a,b € Z, a=b, se e somen-
te se a— b =k - m para algum k € Z. Ou seja, Se e somente se
b—a=-k - mparaalgumk € Z, ou seja, b=a, que é 0 mesmo
que a=b, sem nada acrescentar, desde que esta relagdo seja de
equivanlléncia, como de fato é, o que demonstraremos a seguir,



Algebra Superior e a algebra Booleana 163

apos as duas seguintes proposigdes, que nos fornecem outras ca-

racterizagdes da congruéncia modulo m.

Proposi¢ao: Seja m > 1 um numero inteiro. Dados a,b € Z, a
¢ congruo a b médulo m se e somente se a e b deixam o mesmo
resto na divisdo por m.

Demonstracio:

Suponhamos primeiramente que a é congruo a b modulo m,
ou seja que m | (a—b). Sejar, o resto da divisdo de a por m € seja
r,0 resto da divisdo de b por m, ou seja:

a=k m+r,comk eZeO<r <m,e
b=k, -m+r,comk,eZe0<r,<m.
Subtraindo a segunda igualdade acima da primeira obtemos:
a-b=(k—- k) m+r -1,

Como, por suposi¢do, m | (a — b), temos que r, —r, = 0, ou
seja, T, =Tr,.

Suponhamos agora que a ¢ b deixam o mesmo resto na divi-
sd0 por m e seja r este resto. Logo:

a=k m+r,comk eZe0<r<m,e
b=k, m+r,comk eZe0<r<m.
Subtraindo a segunda igualdade acima da primeira obtemos:
a-b=(k— k) m,
0 que mostra que m | (a—b), ou seja, que a é congruo a b modulo m.

Proposicao: Seja m > 1 um niimero inteiro. Se a deixa resto r
na divisdo por m entdo a é congruo a r modulo m.

Demonstracio:

Se a deixa resto r na divisdo por m entdo a=k - m + r, com
kezeO<r<m.Comor=0-m+r, pela proposicdo acima
temos que a é congruo a r modulo m.

Observe que a segunda das duas proposi¢des acima € um caso
especial da primeira, e assim vale também que se a € cOngruo ao
seu resto r na divisdo por m médulo m entdo a deixa resto r na
divisdo por m, o que ¢ dbvio.

Exemplos:

1) 21 = 1(mod 5 ) pois 21 — 1 =20 ¢ divisive por 5.

2) 14 = 2(mod 12) pois 14 — 2 = 12 ¢ divisivel por 12.
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Vamos agora demonstrar que a congruéncia médulo m € uma
relacdo de equivaléncia. Veja que para todo a,bm € Z, m > 1,
temos que:

i) a = a(mod m) pois a—a = 0 ¢é divisivel por m.

ii) a = b(mod m), entdo m | (a—b) oua—b =k - m para algum
ke Z.Daib—a=—(a—b)=-k - meassimm|(b—a) e portanto
b = a(mod m).

iii) Se a =b(mod m) e b = ¢(mod m) entdo a—b =k, - m para
algumk € Zeb—c=k, - mparaalgumk, € Z. Dai:

a-c=a-b+b-c=(k+k) m,
ou seja, m|(a — c), ou seja, a = ¢(mod m).

Logo, a congruéncia médulo m em Z ¢ reflexiva, simétrica e
transitiva, ou seja, ¢ uma relagdo de equivaléncia, a qual recebe
o nome de relagdo de congruéncia. O conjunto quociente dessa
relagdo, o qual indicamos por Z_, é {6’ 1,2, ,ﬁ} Vamos a de-
monstragado.

i) Dadoa € Z temosa=k -m+1,comk € Z e0=sr<m
Logo a — r = km, e assim a = r(mod m), ou ainda a =r.Como
re {0,1,2,3, -, m—1} temos que a € {0,1,2,3, ---,;m — 1}.

ii) Suponhamos agora que existam duas classes iguais
em {6)157...15 ,ist0 é, u=v com 0 <u <v < m. Neste
caso temos u = v (mod m) e assim m | (u — v) como também
m|(v—u). Comou<vtemosv—-u>0eassim0<v-u<m,o
que € um absurdo.

Logo o nimero de elementos de Z_ ¢ exatamente m.

Exemplo: Sejam =5 e consideremos a relagdo de equivalén-
cia a = b(mod m). Temos que:

6={aeZ‘afO}z{an‘S\(a—O)}={5-k‘keZ}={--~,—5,0,5,10,~-}
i:{aez‘afl}: ezs|a-}={5-k+1kez}=f 51611
E:{an‘a 2} ezls|(a-2)}={5k+2kez}=f-32712,-}
§:{aez‘a 3}=aez\5|(a 3= {5-k+3keZ}=f--23813,-)

Zl={an‘a 4} faeZs|(a-9}={5-k+4kez}={-1,4914,}
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=0;

= 1 Lt

Veja ainda que —1=4, —2=3 , —-3=2, —4=1,
~5=0,--cassim Z, = {0,1,2,3,4}.

Defini¢do: Dado um conjunto ndo vazio A, uma relacdo R
em A diz-se uma relagcdo de ordem parcial em A se satisfaz as
seguintes condigdes:

1) V(x)(x € A - xRx), ou seja, para todo x € A, (X,x) € R.

1) V(x,5)(X,y € A A XRy A yRXx = x =), ou seja, para quais-
quer x,y € A, se (x,y) € Re(y,x) € Rentdox =Y.

i) V(x,y,2)(x,y,Z € A A xRy A yRz — xRz), ou seja, para
quaisquer x,y,z € A, se (x,y) € Re (v,z) € Rentdo (x,z) € R.

A condi¢do ii recebe o nome de propriedade antissimétrica.
Veja entdo que se R € uma relagdo de ordem parcial em A entdo
R ¢ reflexivantissimétrica e transitiva.

Quando R ¢ uma relacdo de ordem parcial em A, é comum
denotar (a,b) € R por a <b(R), que se 1€ “a precede b na relagdo
R”. Quando (a,b) € R e a # b denotaremos por a < b(R) e lemos
“a precede estritamente b na relacdo R”.

Definicdo: Um conjunto parcialmente ordenado ¢ um con-
junto sobre o qual se definiu alguma rela¢ao de ordem parcial.

Definicao: Seja R uma relagdo de ordem parcial sobre A. Os
elementos a,b € A se dizem compardveis se a <b(R) ou b <a(R).

Definicao: Se dois elementos quaisquer de A forem compara-
veis mediante uma relacdo R, entdo R serd chamada de relacdo
de ordem total sobre A e o conjunto A, neste caso, ¢ chamado de
conjunto totalmente ordenado.

Exemplos:

1) Arelagdo R = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,3),(1,3)} é uma re-
lagdo de ordem total sobre A = {1,2,3}.

2) A relagdo R = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,c),(a,c)} € uma rela-
¢do de ordem total sobre A = {a,b,c}.

3) A relag@o S sobre o conjunto dos nimeros reais dada por
S = {(x,y) € RxR|x <y)} é uma relacdo de ordem total.

4) A relagdo de divisibilidade sobre o conjunto dos nimeros
naturais, XRy < x | y é uma relagdo de ordem parcial.

ANl W
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5) Aigualdade é uma relag@o de ordem parcial em um conjun-
to ndo vazio qualquer A.

6) As relagdes xRy «» x <y e xRy <> x >y ndo sdo relagdes
de ordem, pois ndo sdo reflexivas.

Defini¢ao: Seja f uma relagdo de A em B. Dizemos que f é
uma aplicac¢do de A em B se e somente se:

1) D(f) = A;

ii) Dado a € D(f), € inico o elemento b € B, tal que (a,b) € f.

Se f for uma aplicacdo de A em B, escrevemos b = f(a) para in-
dicar que b é a imagem de a pela aplicac@o f, ou seja, que (a,b) € fe
f: A — B ¢ a maneira simbdlica de dizermos que f é uma aplica-
¢do de A em B. Sera usual também utilizarmos a nota¢do x > f(x)
para indicarmos a aplicago f na qual f(x) ¢ a imagem do elemento
genérico Xx. O conjunto B sera chamado de contradominio de f.

Exemplos:

1) Arelagdo R, de A= {1,2,3,5 } em B = {3,4,6,9 } represen-
tada por:

ndo ¢ uma aplicagdo pois 2 ¢ D(f), como também 3R6 e 3R9.
2) Seja R a relagio de equivaléncia em Q definida por
(x,¥) € R se e se somente se x —y € Z. R ndo ¢ aplicag@o, pois,
1.3g3
222
Defini¢io: Dizemos que uma aplicagdo f: A — B ¢ injetora
quando elementos distintos de A tem imagens distintas em B,
simbolicamente:
Y(uv)(u,v e Aru#v— f(u) # f(v)),
ou seja, para todo u,v € A, se u # v entdo f(u) # f(v), que é o
mesmo que:
Y(u,v)(uyv e A f(u)=f(v) >u=v),
ou seja, para todo u,v € A, se f(u) =f(v) entiou =v.

5
por exemplo, ER
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Nesta condi¢do, em um diagrama de flechas, situacdes como
a abaixo ndo sdo admitidas:

Assim, uma aplicacdo f : A — B ndo ¢ injetora quando exis-
tem elementos distintos de A que tem a mesma imagem em B,
simbolicamente:

F(,v)(u,v € AAu#v A fu) =1f(v)),
ou seja, existem u,v € A, tais que u # v e f(u) = f(v).

Defini¢ao: Dizemos que uma aplicagdo f : A — B € sobreje-
tora quando Im(f) = B, simbolicamente:

YY)y € B - 3I(X)(x € Any = f(x)),
ou seja, para todoy € B existe x € A tal que y = f(x).

Nesta condi¢ao, em um diagrama de flechas, todo elemento
de B ¢ chegada de alguma flecha.

Por outro lado, uma aplicagdo f : A — B ndo ¢ sobrejetora
quando Im(f) # B, simbolicamente:

3 € BAVX(X € Any# (X)),
ou seja, existe y € B tal que para todo x € A tem-se y # f(x), que é
0 mesmo que existe y € B, tal que ndo existe x € Acomy =1(x).

Defini¢ao: Dizemos que uma aplicacdo f: A — B ¢ bijetora
se e somente se ¢ injetora e sobrejetora. Em um diagrama de fle-
chas temos a seguinte situagao:

X

Dada uma aplicagdo f: A — B, olhando - A apenas como uma
relagdo de A em B sabemos que existe a relagdo inversa f!. No
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entanto, f! pode ndo ser uma aplicacdo de B em A. Vejamos um
exemplo muito simples.

Exemplo: Sejam A = {1,2,3} e A= {5,6} e tomemos a apli-
cacdo f= {(1,5),(2,5),(3,6),(4,6)}. Neste caso f é uma aplicagio
mas a relagdo inversa f!= {(5,1),(5,2),(6,3),(6,4)} ndo é uma
aplicagdo de B em A. Veja ainda que f é sobrejetora mas nio ¢é
injetora.

Seja f: A —> B uma aplicacdo de A em B. Uma condicao ne-
cessaria e suficiente para que a aplicacdo inversa f' exista é que
f seja bijetora, ou seja, a aplicacdo f' existe se e somente se f ¢
bijetora. Vamos demonstrar este resultado.

Suponhamos inicialmente que a aplicagdo ™' existe. Dai:

a) f € injetora, pois se existem u,v € A, tais que y = f(u) = f(v)
entdo u=f'(y) e v="~"1(y) e como f! é aplicagdo temos que f(y)
€ Unico e portanto u =v.

b) f é sobrejetora, pois se y € b, como f!¢é aplicacdo de B em
A temos que existe x € A tal que f'(y) = x, e portanto, y = f(x).

Logo f ¢ bijetora.

Suponhamos agora que f é bijetora. Como f é sobreje-
tora para todo y € B, existe x € A tal que y = f(x) e portanto
(v,x) € f'(x). Assim, D(f'(x)) = B. Agora, como f ¢ injetora para
todou,v € A, sey =f(u)=1f(v) entilou=v, e assimse (y,u) € f'(x) e
(y,v) € f1(x), entdou=v,e, portanto, paratodoy € B étinico o elemento
X € A, tal que (y,x) € f'(x).

Logo ' é aplicagdo de B em A.

Defini¢io: Seja A um conjunto ndo vazio. Uma operagdo uni-
taria ou singular em A é uma aplicacao:

E:AA
a>b,
a qual denotamos também por £ (a) =b, onde a,b € A.

Defini¢io: Seja A um conjunto ndo vazio. Uma operagdo bi-
naria ou lei de composi¢do interna, em A, € uma aplicacao:

¢:AXA—> A
(a,b) —ag@hb,
a qual denotamos também por ¢(a,b) = apb, em que a,b € A.
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Exemplos:
DNE:Z>Z
Z > —Z,
¢ uma operacao unitaria em A =Z.
2)&R—>R
X > [xl,
¢ uma operacao unitaria em A = R.
3)9,:NxN —> N
(m,n) > m +n,
¢ uma operacdo binaria em A =N,

4) ¢,- NxN - N

(m,n) —>m - n,
¢ uma operacdo binaria em A =N,

5) ¢, NxN > N

(m,n) > m"
¢ uma operacdo binaria em A =N,

Nos exemplos 3 e4,se A=Z ouA=R, ¢, e ¢, ainda sio ope-
ragdes bindrias nesses conjuntos.

Observe que se A = Z, ¢,ndo ¢ uma operagdo bindria nesse
conjunto, pois nem sempre ¢,(a,b) = a° existe nesse conjunto. O
mesmo vale se A= Z.

Quanto A é um conjunto finito, digamos com n elementos, pode-
mos representar uma operacao em A através de uma tabela ou tabua.

No caso das operagdes unitarias sdo necessarias duas colunas.
Na primeira delas colocamos os elementos de A e na segunda os
resultados obtidos para cada um desses elementos na operacdo. A
primeira linha da tabela ¢ usada para a identificagdo das colunas.

Exemplo: Seja A =(-3,-2,-1,1,2,3} e consideremos seja T a
aplicagdo que troca o sinal de cada elemento de A. T é uma ope-
ragdo em A e sua tabela é:

A | T(A)
3| 3
2| 2
| 1
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No caso das operagdes binarias, sendo A um conjunto finito
com n elementos necessitamos de uma tabela com (n + 1) linhas
e (n + 1) colunas. Preenchemos a linha inicial e a coluna inicial,
ou linha zero e coluna zero, dessa tabela, a partir da segunda
posicdo, com os elementos de A. Em seguida, na posi¢do obtida
pela interse¢do da linha i com a coluna j, anotamos o resultado
da operagdo do i-ésimo elemento de A com o j-ésimo elemento
deA,paral <i<nel<j<n.

Exemplos:

1) Considere A= {-1,0,1}. A tabua da operagdo multiplicagdo
emA é:

(=R B =l ]

2) Considere M = {1,3,5,15} e definamos a operagdo f por
f(x,y) = mde(x,y). A tabua desta operacdo em M é:

mdc 1 3 5 15
1 1 1 1 1
3 1 3 1 3
5 1 1 5 5
15 1 3 5 15

3) Considere o conjunto E = {f, f, f} onde f, f, e f, sdo

fungdes dadas por f, = {(a,a),(b,b),(c,0)}, f, = {(a,b),(b,c),(c,a)}
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e f, = {(a,c),(b,a),(c,b)}. A tabua da operagdo de composi¢do de
funcdes em E é:

A partir deste ponto, quando mencionarmos apenas operacao,
estamos nos referindo a uma operagao binaria, visto que sobre as
unitarias mais nada temos a estudar além de possiveis defini¢oes,
enquanto que para as bindrias ainda estudaremos as propriedades
que estas podem ou ndo atender.

Definicao: Seja * uma operagdo num conjunto A. Dizemos que:

1) *¢& associativa se para V(a,b,c)(ab,c € A— (a*b) *c=a*(b *c)).

ii) * € comutativa se para V(a,b)(a,b e A—>a*b=a*Db).

ii1) * possui elemento neutro se existe um elemento e € A tal
que para qualquer a € A temos que:

a*e = a, quando e ¢ chamado de elemento neutro a direita,

e*a = a, quando ¢ chamado de elemento neutro a esquerda.

iv) Se * possui elemento neutro e € A, todo a € A é inversivel,
invertivel ou simetrizavel na operagao *, ou seja, existe a' € A, cha-
mado de inverso, oposto ou simétrico de a em relagdo a operagdo
*, tal que:

a*a' = e, quando a' ¢ chamado de inverso, oposto ou simétrico
de a em relacdo a operacdo * a direita,

a'+a = e, quando a' ¢ chamado de inverso, oposto ou simétrico
de a em relacdo a operacdo * a esquerda.

Exemplos:

1) Consideremos a operacgao adicao definida em N, denotada por +.
Ela ¢ associativa, comutativa € ndo possui elemento neutro.

2) Consideremos a operagao adi¢do definida em Z, denotada por +.
Ela ¢ associativa, comutativa, possui elemento neutro ¢ = 0 (zero) e
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todos os seus elementos sdo simetrizaveis e a' = — a para qualquer
ael

3) Em R a operagdo de adi¢do € associativa, comutativa, pos-
sui elemento neutro ¢ = 0 (zero) e todos os seus elementos sdo
simetrizaveis sendo a' =—a para qualquer a € R.

4) Consideremos a operacao multiplicacdo definida em N, de-
notada por . Ela ¢ associativa, comutativa, possui elemento neu-
tro e = 1, sendo este o tnico elemento inversivel em N com 1'= 1.

5) Consideremos a operacao multiplicagdo definida em Z, de-
notada por - . Ela é associativa, comutativa, possui elemento
neutro e = 1 e os unicos elementos inversiveissilo—le lcom1'=1¢e
-D'=-1.

6) Consideremos a operagao multiplicacdo definida em R, de-
notada por - . Ela é associativa, comutativa, possui elemento
neutro e =1 e qualquer x € R — {0} ¢ inversivel e seu inverso ¢
1 pois xetoLoon

X X X

Teorema: Seja A # { } um conjunto e seja * uma operacao
em A. Valem as seguintes afirmagdes:

i) Se * possui elementos neutros ¢, € Aee, € Aentdo e, =¢,,
ou seja, se * possui elemento neutro ele € inico.

ii) Se * possui elemento neutro e € A, * & associativae a' e a"
sdo simétricos de a € A na operagdo *, entdo, a' = a", ou seja, o
simétrico de a € A € tnico.

iii) Se * possui elemento neutro e € A, * € associativae a € A
tem simétrico a' € A, entdo a' também tem simétrico e (a')' = a, ou
seja, o simétrico do simétrico de a € A € o proprio a € A.

iv) Se * possui elemento neutro, * € associativa, e se a ¢ b sdo
simetrizaveis em A na operagdo *, entdo a * b também ¢é simetri-
zavele (a *b)'=b'*a'.

Demonstracao:

i) Como ¢, € A € elemento neutro, e, * e, =€, ecomoe, € A
¢ elemento neutro e, * €, =e¢,. Logoe =e,.

ii) a'=a'*e =a'*(a*a") = (a'*a) * a" =cxa" =a".
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iii) Como a' € o simétrico de a, temos que a*a' = a'*a = e, ¢
assim, temos que a' € simetrizavel com simétrico a. De ii temos
que tal simétrico € tnico. Logo podemos escrever (a')' = a.

iv) Veja que:

(axb)*(b'*a") = ((a*b)*b")*a' = (ax(b*b'))*a' = (a*e)*a' =a*a' =e,
e que:

(b'*a')x(a*xb) = ((b'*a")*a)*b = (b'*(a'*a))*b = (b'*e)*b=Db'*b =e.

Logo a*b ¢é simetrizavel e seu simétrico € (a*b)' = b'+a', o que
conclui a demonstragdo deste teorema.

As propriedades comutativa, elemento neutro e elementos si-
metrizaveis ou inversiveis podem ser facilmente verificadas nas
tabuas das operag¢des. Dada uma operagdo em um conjunto finito
A=1{a,a, -, a },aqual denotaremos por *, temos que:

. * ¢ comutativa se a sua tabua for simétrica em relagdo a
diagonal principal, isto é, em relag@o aos elementos ob-
tidos operando-se o i-ésimo elemento com ele proprio,
paral <i<n.

. * possui elemento neutro desde que exista um elemento
cuja linha e coluna sdo respectivamente a primeira linha e
a primeira coluna da tabela. Assim a tabua tera o seguinte

aspecto:
* al aZ € n
a a,
az az
€ a 1 a2 € an
a a
n n

* o0 1i-ésimo elemento de A, ou seja, a, € simetrizavel quan-
do o elemento neutro figurar a0 menos uma vez na linha i
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e na coluna i da tabua, ocupando posi¢des simétricas em
relagdo ¢ diagonal principal.

* a a, a. a a
i i n
a1
aZ
a. c
i
a. c
J
a
n

Veja que, na tabua anterior a, ¢ o simétrico de a, pois:
a*a=e,
1 ]
a*a=e,
¢ assim a localiza¢do de e na tdbua determinara o simétrico de a..

7.5 Estruturas algébricas

Definicdo: Uma estrutura algébrica ¢ um conjunto A # { }
juntamente com uma sequéncia finita de operagdes, unitarias ou

bindrias, em A, *, %, -+, * , com n > 1, a qual € usualmente de-
notada por uma (n+1)-upla:
(A9*15*29 o .’*n)'

Como ja afirmamos, em relag@o as operagdes unitarias nada
além da definicdo da operag@o nos resta a estudar, visto que as
propriedades operatorias sdo exclusivamente pertinentes as ope-
ragOes bindrias. Por esse motivo, na classificacdo de uma es-
trutura algébrica, como veremos a seguir, apenas as operagoes
binarias sdo consideradas, e lembramos que, como também ja
mencionado, quando mencionarmos apenas operagao, estaremos
nos referindo a uma operagao bindria.
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Definicdo: Seja A# { } e * uma operagdo em A. A estrutura
algébrica (A,*) recebe o nome de:

1) Semigrupo se * é associativa.

2) Semigrupo comutativo se * é associativa e comutativa.

3) Monoide se * é associativa e tem elemento neutro.

4) Monoide comutativo se (A,*) ¢ um monoide e * é comutativa.

5) Grupo se * € associativa, tem elemento neutro e todo ele-
mento a € A é simetrizavel na operacdo *.

6) Grupo comutativo ou grupo abeliano se (A,*) é um grupo
e * ¢ comutativa.

Observacio: Quando afirmamos que (A,*) € uma estrutura
algébrica, estamos afirmando também que * é uma operagédo, ¢
assim A deve ser fechado em *, isto €, para qualquer a,b € A,
a*b € A, o que deve ser preliminarmente verificado quando a
operagdo * for essencialmente nova, seja na sua defini¢do ou na
defini¢do do seu dominio. Neste caso também dizemos que * esta
bem definida em A.

Exemplos:

1) (N,+) € um semigrupo comutativo.

2) (N,") ¢ um monoide comutativo.

3) (Z,+) é um grupo abeliano.

4) (Z,") ¢ um monoide comutativo.

5) (R,+) é um grupo abeliano.

6) (R — {0},") € um grupo abeliano.

7) (Q,+) € um monoide comutativo.

8) (Q— {0},") é um grupo abeliano.

9) O conjunto A= {-3,-2,-1,0,1,2,3} ndo é um grupo em relagdo
aadigdo, embora 0 seja o elemento neutro, cada elemento de A tenha
simétrico, e a adigdo seja associativa. A razdo € que claramente a
adicao ndo é uma operacao binaria em A, uma vez que A ndo ¢é fe-
chado na operagao adigdo, pois por exemplo2 +3 =5 ¢ A.

10) Seja B um conjunto ndo vazio ¢ seja:

A= {f: B — B|f ¢ uma funcdo}.

Seja a operagdo de composi¢do de fungdes, definida em
A. (A,°) ¢ um monoide, mas esta operag@o ndo € comutativa se B
tem ao menos 3 elementos.

€6y
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Primeiramente observemos que a operacdo de composicio de
fungoes estd bem definida em A, ou seja, € uma operagdo binaria
emA.

i) ° € associativa; pois para quaisquer f,g,h € A e qualquerb € B:

((fg)h)(b) = (F-)(h(b)) = f(g(h(b))),
(fo(geh)(b) = f((g°h)(b)) = f(g(h(b))).

ii) “»” possui elemento neutro, pois seja I, : B — B a fungdo
identidade em B, isto €, [ (x) = x para todo x € B, pois para qual-
quer f € A e qualquer b € B:

(F41,)(b) = 1, (b)) = f(b).
(I, H(b) = L,(E(b)) = f(b).

Portanto (A,°) ¢ um monoide.

iii) Suponhamos agora que B possui ao menos 3 elementos
distintos dois a dois: a,b,c. Sejam f,g € A assim definidas:

f(a)=Db g(a)=c

f(b)y=a g(c)=a

f(x)=x,sexeB—{a,b} |g(x)=x,sex e B—{a,c}
Veja que (feg)(b) = f(g(b)) = fib) = a e (g°)(b) = g(f(b)) = g(a) = c.

Logo, se B possui ao menos 3 elementos entdo (A,°) é um
monoide ndo comutativo.

. . . b
11) Seja K o conjunto das matrizes da forma ( ab j, com
- a

a,b € R. Vamos mostrar que (K,+) é um grupo abeliano.
i) K ¢ fechado em relagdo a +, pois sejam

a b c d
, eK
(—b aj(—d cj
a b c d a+c b+d a+c b+d e f
+ = = =
-b a -d ¢ -b-d a+c —(b+d) a+c -f e
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e=a+c¢C

e ate {f:b+d

f
f=b+deR,eassirn(ef ek.
—-f e

,ecomoace R, e=a+tceRecomobdeR,

ii) + associativa em K, pois sejam

A e o
(0 (e o
(e )
({0 A e

_( at+c+e b+d+fJ

-b-d-f a+c+e
. 0 :
iii) + possui elemento neutro €= 0 e K, pois, para

qualquer €k,
-b a

a b) (0 0 a+0 b+0 a b
+ = = )
-b a 0 0 -b+0 a+0 -b a
0 0 a b O+a 0+b a b
+ = = .
0 0 -b a 0+(-b) 0+a -b a
. a b _(-a -
iv) Para qualquer( je K, amatnz( eK e
-b a b -

a b N —a —b) (a+(-a) b+(-b)) (0 0)
b a) b —a) |—b+b a+(-a)) 0 0)
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—a —b+a b_—a+a -b+b 00
b —a) |=b a) (b+(-b) —a+a) 0 0) ©

. . a , ., .
Assim qualquer matriz ( b € K ¢ simetrizavel e sua si-
-b a
. _.[—a =D
metrica € cK .
b -—a

V) ¢ comutativa em K, pois pra quaisquer

L Jrums
ke

d a+c b+d
-d ¢ -b+(-d) a+c

ox

c+a d+b c d a
= e +
—d+(-b) c+a -d ¢ -b

Logo (K,+) € um grupo abeliano.

o

12) Sendo:
my, m, my; - My,
m, M, My - M, . .
men(R): . mijER,ISISm,ISJSn
Inml mmZ mm3 T Inmn

(M__(R),*) € um grupo abeliano ¢ a demonstragdo ¢ analoga ao
exemplo anterior.
Seja (G,*) um grupo e seja m um nimero Inteiro positivo.
Para qualquer a € G, definimos:
a™ = a*a* -.-*a m fatores,
a’ = e, o elemento neutro de G,
a™=(a)"=a'*a™*..-*a', m fatores, onde a' ¢ o simétrico
de a na operagdo *.
Veja que (a™)' = a™, pois:

m

amxa " =(a*a*---*a)*(a'*a'*...*av):

m fatores cada
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=(a*xa*---*a)*k(a*xa')*(a™*a™*...*xa") =
%/—J %/—J

m-—1 fatores m-—1 fatores

=(a*a*-..ka)*xex(a*a'*...*ka')=

m-—1 fatores m-1 fatores

:(a*a*---*a)*(a'*a'*---*a'):---:a*a':e

m-1 fatores m-1 fatores
¢ da mesma forma mostra-se que a™* a"=e.
Observe que se G=Q— {0} ouse G=R— {0} e *="entdoe=1
, 1 . . . .
ea'= — e o definido acima recebe o nome de poténcia m-ésima

a
de a e desta forma temos:

am=a-a----'a, comm fatores,

0 —

a’=1,

_ 11 1

a M= — , com m fatores.
a a a

Quando G=ZouG=QouG=Re*=+entdioe=0c¢
a'=—a e o definido acima recebe o nome de multiplo de a e desta
forma temos:

a®=m-a=a+a+---+a, comm fatores,
a’=0 ' a=a, o elemento neutro de G,
a™=-m-a=m"(-a)=(-a)+ (-a)+ -+ (-a) , com m fatores.

Teorema: Seja (G,*) um grupo. Para todo a € G:

i) am * an =g,
ii) (@™ = am,
em que m,neZ.

Demonstracio:

Consideremos primeiro que m ¢ n sdo ambos positivos, isto
é,m>0en>0:

am*a" =(a*a*---*xa)*k(a*a*---*xa)=

m fatores n fatores

:(a*a*...a*a)*(a*a*..-*a):

m-+1 fatores n—1 fatores
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:(a*a*...a*a*...a):am+n

m+n fatores
A demonstragdo de (a™)" = a™" neste caso ¢ analoga a de
am % Q" = am+n
Consideremos primeiro que m e n tem sinais opostos, € esco-
lhamos, m <0 en>0:
Sejam m =-ren=sem que r e s sd0 inteiros positivos. As-
sim:

a™xa" =a "*3° :(a')'*as :(a'*a'*---*a')*(a*a*---*a):---:

r fatores s fatores

S—r

a* " =a"""ses>r

(ay)rfs — af(rfs) — asfr — am+n ses<r

A demonstragdo de (a™)'=a™" neste caso fica a cargo do leitor.

Ocasom<0en<0¢andlogo ao casom>0en>0, e os
casos em que m = 0 ou n = 0 sdo triviais.

Definicao: Seja (G,*) um grupo. Qualquer subconjunto S de
G ¢ denominado um subgrupo de G se S € um grupo em relagao
a operacao *.

Assim, se (G,*) ¢ um grupo com elemento neutro e, sendo
S = {e} e S = G, temos que (S,*) sdo subgrupos de G. Eles sao
chamados de subgrupos improprios de G. Outros subgrupos de
G, se existirem, sdo chamados de subgrupos proprios.

Exemplos:

1) Considere o grupo (Z,+) e seja Z™ = {m'z|z € Z} e m ¢ um
inteiro fixo. (Z™,+) é um subgrupo de (Z,+), pois:

+ ¢ uma operagdo binaria em Z™, ou seja, Z™ ¢ fechado na opera-
¢do +,poissem "z € Z" em * z, € Z™entdo:

m-z+m-z=m-(z,+z)e€Z" poisz +z, eZ

Para quaisquerm -z, € Z", m-z,€ Z" e m - z, € Z", temos:
(mz+m-z)=m-z =m-(z,+z)+m - z=m"((z,tz)+z,)=
=m-(z,+(z,*z))=m- z+m"(z,+z)=m-z +(m z,+m"z).

Logo + ¢ associativa em Z™.

0 =m - 0 ¢ o elemento neutro, pois para qualquer m * z € Z™:
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m-0+tm-z=m-(0+z)=m-ze
m-z+m-0=m-(z+0)=m "z
Para qualquer m - z € Z™, m - (-z) € Z™ ¢ o seu simétrico,
pois:
m-z+m-(-z)=m-(z—-z)=m-0e¢
m-(-z)+m-z=m-(—z+z)=m-0.
Logo (Z™+) € um grupo e assim ¢ um subgrupo de (Z,+).
2) Ja verificamos que (K,+) € um grupo abeliano, e como K ¢

. a b
um subconjunto deM2 (R) = {( (J a,b,c,d e R} temos que
C

(K,+) € um subgrupo de M,(R).

A partir de agora trabalharemos estruturas algébricas com
duas operagdes bindrias, as quais, para facilitar a notagdo, deno-
taremos por “+” e ““”, mas estas operagdes coincidem com a adi-
¢do e a multiplicagdo usuais somente quando nada em contrario
for definido.

Defini¢ao: Um conjunto ndo vazio A é um anel em relagdo as
operagoes binarias + ¢ *, desde que, para arbitrarios a,b,c € A, as
seguintes propriedades valem:

Al)(a+b)+c=a+ (b+c)(lei associativa da operacdo +);

A2)a+b=D>+ a(lei comutativa da operagéo +);

A3) Existe e € A tal que a + ¢ = a (existéncia do elemento
neutro da operagdo +);

A4) Para cada a € A existe a' € Atal que a+a'=e¢ (existéncia
de simétricos na operacao +);

AS5)(a*b) c=a"(b-c)(lei associativa da operagdo *);

A6)a - (b+c)=(a-b)+(a-c)(leidistributiva a esquerda);

A7)(a+b) c=(a-c)+(b-c)(leidistributiva a direita).

Notacio: Em geral, se A é um anel em relagédo as operagdes +
e - escrevemos (A,+,") ¢ um anel.

Exemplos:

1) (Z,+,") ¢ um anel.

2) (Q,+,") € um anel.

3) (R,+,’) € um anel.

4) (C,+,") é um anel, em que C representa o conjunto dos nu-
meros Complexos.
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5) M, (R),+,") € um anel, em que M (R) € o conjunto formado
por todas as matrizes de nlimeros reais com n linhas e n colunas.

6) Sejam S o conjunto S = {a,b}, + a operacdo definida pela
tabua:

+ a b
a a b
b b a

e - aoperacdo definida pela tabua:

a b
a a a
b a b

Em primeiro lugar ¢ 6bvio que S ¢ fechado em relacdo as
operacoes + e .

Al)(a+b)+a=b+a=b,

at(b+a)=a+b=h.

Logo,(a+b)+a=a+(b+a).

Da mesma forma, verifica-se que vale esta propriedade para
outras associacdes dos elementos de S, o que deixamos a cargo
do leitor.

A2)a+b=b,

b+a=b

Logo,a+b=b+a.

A3) O elemento neutro ¢ e=a € S.

A4) O simétrico de cada xe S ¢é o proprio x, pois:

ata=a=e,
b+b=a=e.

AS)(a*b)ra=a-a=a,

a‘(bray=a-a=a.

Logo(a“b)-a=a-(b-a).

Da mesma forma, verifica-se que vale esta propriedade para
outras associacdes dos elementos de S, o que deixamos a cargo
do leitor.
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A6)a-(b+ta)=a b=a,
(a'b)+(a-a)y=a+a=a.

Logoa-(b+ta)=(a b)+(a-a).

Da mesma forma verifica-se que vale esta propriedade pra ou-
tras disposi¢des dos elementos de S, o que deixamos a cargo do
leitor.

A7) Analoga a A6.

Logo (S,+,") € um anel.

Observe que as operagdes + ¢ * do ultimo exemplo nio tem
qualquer significado fora das tabuas dadas.

Dado um anel (A,+,") como (A,+) é um grupo abeliano, vale que:

* O elemento neutro da operacdo + € nico, o qual recebe o

nome de elemento neutro aditivo;

» (Cada elemento de A tem um unico simétrico aditivo, isto

¢, na operagao +;

* Se a' denota o simétrico de a na operagdo + em A entdo

@) =a;

* (atb)=Db"+a paratodoab e A.

Além disso, valem as seguintes propriedades:

P1) Leis do cancelamento para a operag@o +, ou seja, para
todo a,b,c € A:

Sea+b=a+centdob=c (lei do cancelamento a esquerda).

Demonstracio:

Sea+b=a+centdoa'+a+b=a'tat+ceassime+b=e+cem
que concluimos que b = ¢, sendo que e denota o elemento neutro
da operag@o + em A ¢ a' denota o simétrico de a na operacdo +
emA.

Se a+b=c+Dbentio a=c (lei do cancelamento a direita).

Demonstracio:

Seatb=c+bentioa+tb+b'=c+b+beassimat+te=c+ede
onde concluimos que a = ¢, sendo que e denota o elemento neutro
da operagdo + em A e b' denota o simétrico de b na operacao +
emA.

P2) Para qualquer a € A,

ae=e-a=e,
em que ¢ é o elemento neutro da operacao + em A.
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Demonstracio:

Observemos que como a + ¢ = a entdo:

a‘a=(at+e)a=(a-a)t(e-a).

Agora,a-a=(a-a)+e,portanto,(a-a)+(e-a)=(a-a)+e,
e dai, usando a lei do cancelamento a esquerda, temos e - a =e.

Analogamente demonstra-se que a - e =e.

P3) Paratodo a,b € A,

a'b'=(a‘b)=a"b,
em que a' denota o simétrico de a na operagdo + em A e b’ denota
o simétrico de b na operagdo + em A.

Demonstracio:

Observemos que (a " b) + (a' - b) =(a +a") - b pela lei distri-
butiva a direita. Assim,

(a'b)+(a-b)=(a +a) -b=e-b=e,
pela propriedade P2, e denota o elemento neutro da operacio +
emA.

Também temos que (a - b) +(a - b)' =e.

Logo(a-b)+(a'"b)=(a"b)+(a-b) e pelalei do cancela-
mento a esquerda temos que:

a'"b=(a-b).

Analogamente se verifica que a * b' = (a - b)' para assim con-

cluirmos que:
a'b'=(a'b)=a"b.

Defini¢ao: Seja (A,+,") um anel. Qualquer subconjunto S de
A ¢é denominado um subanel de A se (S,+,") é um anel.

Assim, se (A,+,") ¢ um anel com elemento neutro ¢ para a ope-
racdo +, sendo S = {e} ou S =A, (S,+,") sdo subanéis de A. Eles
sdo chamados de subanéis improprios de A. Outros subanéis de
A, se existirem, serdo chamados de subanéis proprios.

Defini¢ao: Seja (A,+,") um anel. Dizemos que (A,+,") € um
anel comutativo se a operagdo * € comutativa, ou seja, para todo
a,beA,a‘b=b-a.

Exemplo: Os anéis dos ultimos exemplos 1, 2, 3, 4 ¢ 6 sdo
comutativos. O anel do tltimo exemplo 5 ndo é comutativo.
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Defini¢ao: Seja (A,+,") um anel. Dizemos que (A,+,") € um
anel com unidade se a operagdo * possui elemento neutro, que €
chamado de elemento unidade.

Exemplo: Para os anéis dos exemplos 1, 2, 3 e 4 o elemento
unidade ¢ 1. Para o anel do exemplo 5 o elemento unidade ¢ a
matriz identidade com n linhas e n colunas e para o anel do exem-
plo 6 o elemento unidade ¢ b.

Definicdo: Seja (A,+,”) um anel com elemento neutro e na
operagdo +, e suponha que existe um inteiro positivo n tal que

n-a=a+a+---+a=e paratodoa € A. O menor de tais inteiros
—_—
n fatores

positivos n recebe o0 nome de caracteristica de A. Se nenhum tal

inteiro existe, diz-se que A tem caracteristica zero.

Exemplo: Os anéis (Z,+,"), (Q,+,"), (R,+,") e (C,+,") tem ca-
racteristica zero. Lembrando de Z, construido ao estudarmos a
relagdo de congruéncia modulo m percebemos que (Z.+,") tem
caracteristica 5. (Z,,+,") tem caracteristica 12, e para comegar a
construi-lo basta pensar na horas em um relégio analogico.

Definicdo: Seja (A,+,”) um anel com elemento neutro e da
operagdo +. Um elemento a € A, a # ¢, € denominado um divisor
proprio de zero se existe um elemento b € A, b # e, tal que:

a‘b=ecoub-a=e.

Observe que o anel (M, (R),+,") possui divisores proprios de
zero, visto que existem matrizes com n linhas e n colunas nao
nulas, que quando multiplicadas produzem a matriz nula como
resultado, ou seja, o resultado da multiplicagdo é o elemento neu-
tro da operagdo adi¢do de M (R).

Definicdo: Seja (A,+,") um anel comutativo e com unidade e
seja e o elemento neutro da operagdo + em A. Se para todo a,b € A
vale que se a - b =¢ entdo a = ¢ ou b = ¢ entdo (A,+,") recebe o
nome de anel de integridade.

Observe que um anel de integridade ndo possui divisores pro-
prios de zero.

Exemplo: Os anéis (Z,+,), (Q,+,), (R,+,") e (C,+,") sdo
anéis de integridade e assim ndo possuem divisores de zero. Em
(Z,,,+,), 3 ¢ um divisor de zero, pois 3-4=12=0.
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Defini¢ao: Seja (A,+,") um anel comutativo € com unidade u,
e seja e o elemento neutro da operagdo + em A. Se todo a € A,
a # e possui simétrico na operagdo * a estrutura (A,+,") recebe o
nome de corpo.

Exemplo: (Q,+,"), (R,+,") e (C,+,") sdo exemplos de corpos.

7.5.1 A dlgebra Booleana

Agora apresentaremos a algebra criada por George Boole, a
algebra Booleana, sobre a qual podemos dizer ser a pedra funda-
mental da informatica. Como o leitor perceberd, a fundamenta-
cdo tedrica desta algebra ja nos € conhecida, seja estruturalmente,
pelo que ja apresentamos neste capitulo, como operacionalmen-
te, pelo que estudamos no Calculo Proposicional, o que sera re-
visto, agora com uma nova rotulagdo, e assim sugerimos que um
paralelo entre estes conteudos e o Calculo Proposicional seja es-
tabelecido.

Defini¢do: Uma dlgebra Booleana ¢ uma estrutura algébrica
que contém duas operagdes binarias, as quais denotaremos por & e
v, uma operagao singular, a qual denotaremos por —, os elementos
neutros das operagdes binarias v e &, 0s quais denotaremos por 1 e
0 respectivamente, e recebem o nome de zero e elemento unidade,
e um conjunto B, em que para todo a,b,c € B, temos que valem as
seguintes propriedades:

Al)avb=bva

A2)a&b=b&a

A3)a& (bvc)=(a&b) v(a&c)

Ad)yav(b&c)=(avb) &(avc)

AS)av(0=a

Ab)a& l=a

A7yav—-a=1

A8)a& —a=0

A9 O0#1

Observe que Al e A2 sdo propriedades comutativas, A3 e A4
sdo propriedades distributivas, A5 e A6 caracterizam os elementos
neutros € A7 e A8 caracterizam a complementagdo, conceitos ja
estudamos no Calculo Proposicional e na Teoria dos Conjuntos.
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Outros conceitos também ja estudados, como férmula, teore-
ma, demonstragdes, as consideragdes sobre parénteses, entre ou-
tros, devidamente adaptados a linguagem deste capitulo, devem
ser aqui considerados, sempre que necessarios.

Com a finalidade de esclarecimento denotamos uma algebra
Booleana por (B, &, v, —, 1, 0), ou seja, exibimos, além do con-
junto B e das operacdes binarias, também a operagdo unitaria e
os elementos neutros das operagdes binarias.

Exemplo: Seja B = {1,2,5,7,10,14,35,70}ou seja, o conjunto
dos divisores de 70. As operagdes sdo definidas como segue:

a & b sera o minimo multiplo comum deae b,

a v b serd o maximo divisor comum de a e b,

—a sera 70 dividido por a,
para todo a,b € B.

Assim, neste conjunto com estas operagdes, temos que o ele-
mento neutro de a & b = mmc(a,b) € 1 e o elemento neutro de
a v b=mdc(a,b) € 70.

Dessa maneira, a estrutura formada pelo conjunto B, pe-

70
las operagdes a & b = mmc(a,b), a v b = mdc(a,b) e —a = o

e pelos elementos neutros 1 e 70, a qual representamos por
70

(B,mmc(a,b),mdc(a,b),—,1,70jé uma algebra Booleana, na
a

qual o zero da algebra é 1, o elemento unidade da algebra é 70.
Abaixo apresentamos alguns exemplos de operagdes nessa es-
trutura:

5 & 14 =mmc(5,14) =70

5v14=mdc(5,14)=1

10 & 35 =mmc(10,35) =70

10 v 35 =mdc(10,35) =5

—|5=7—0=14
5
—|10=770:7

10

Nota-se que podemos construir dessa maneira muitas algebras
Booleanas finitas. Em particular, uma algebra Booleana muito
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conhecida e fundamental & computacdo ¢ a algebra Booleana
minima, ou algebra dos computadores, ou algebra dos zeros e
uns, que € definida sobre o conjunto B = {0,1}. As operagdes &,
v € — se comportam da seguinte maneira:

1&1=1 Ivi=1

1&0=0 I1vo=1 —-0=1

0&1=0 Ovi=1 —1=0

0&0=0 0v0=0

E assim o elemento neutro da operacdo & ¢ 1 ¢ o elemento
neutro de v € 0.

Embora essa algebra, como dissemos, seja conhecida como
algebra dos computadores, ela é a fundamental a todo proces-
samento eletronico, ndo apenas ao de dados. Veja que nela as
operagdes &, Vv € — se comportam como a conjungdo, a disjun-
¢do inclusiva e a negacdo respectivamente, ¢ os elementos 0 e 1
como F e V respectivamente, do Calculo Proposicional. Se pre-
ferir outra analogia, as operacdes &, v € — se comportam como
a interse¢do, a unido e a complementacdo respectivamente, € os
elementos 0 e 1 como o conjunto vazio € o0 conjunto universo
respectivamente, da Teoria dos Conjuntos.

Para uma algebra Booleana qualquer (B,&,v,—,1,0) a termi-
nologia ¢ a seguinte:

a & b é chamado de encontro de a e b;

a v b é chamado de jun¢do de a e b;

—a ¢ chamado de complemento de a.

A partir de agora apresentaremos alguns resultados e demons-
tracdes pertinentes a qualquer algebra Booleana (B,&,v,—,1,0),
embora alguns ja tenham sido por nos estudados. Agora eles to-
mardo a vestimenta propria desta algebra, e principalmente, as
demonstra¢des que apresentaremos tém agora o objetivo de nos
familiarizar com esta nova linguagem.

Teorema da unicidade do complemento: Seja (B,&,v,—,1,0)
uma algebra Booleana qualquer. Seavb=1¢a & b=0, entdo,
b= —a.

Demonstragao: Observemos que:

b=
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=bv 0 (AS5)

=b v (a& —a) (A8)

=(bva)& (bv—a)(A4)

=(avb) & (bv—a)(Al)

=1 & (b v—a) (hipotese)

=(bv—-a) &l (A2)

=b v—a (A6),

e que:

—a =

=-av 0 (AS5)

—a Vv (a & b) (hipotese)
(—ava) & (—avb)(Ad)

=(av—a) & (—avb)(Al)

=1& (—avb) (A7)

=(—-avb)&1(A2)

=—-avb(A6)

=bv b (Al)

Logo b = —a.

Corolario: Seja (B,&,v,—,1,0) uma algebra Booleana qual-
quer. Para todo a em B, temos:

—(—a)=a.

Adaptando o topico sobre uso de parénteses do Calculo Pro-
posicional para a linguagem desta algebra facilitaremos a nota-
¢do, denotando —(—a) por ——a.

Demonstrac¢io: Temos que:

—ava=

=av-a(Al)

=1(A7),

e que:

—-a&a=

=a& —a(A2)

=0 (A8)

Assim, podemos aplicar o teorema anterior, tomando-se a
como —a ¢ b como a, para obter a = ——a.

Teorema da idempoténcia: Seja (B,&,v,—,1,0) uma algebra
Booleana qualquer. Para todo a em B temos:
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Ja&ka=a
iijava=a

Demonstracio:

i)

9=

=a& 1 (A6)

=a&(ava)(A7)

=(a&a)v(a&a)(A3)

=(a& a)v0(A8)

=a&a(AS)

i)

9=

=av0(AS)

=av (a &—a) (A8)

=(ava)&(av—a)(Ad)

=(ava)&1(A7)

=ava(Aob)

Definic¢io: Por dual de uma férmula com respeito a uma alge-
bra Booleana qualquer (B,&,v,—,1,0), entenderemos a formula
obtida pela substitui¢do de & por v, v por &, 1 por 0 e 0 por 1,
isto €, trocando-se & e v e trocando-se 0 e 1, uns pelos outros.

Exemplo: O dual de:

a&(bvec)=(@a&b)v(a&c)

av(b&c)=(avb)&(ave).
Exemplo: O dual de:
av—-a=1

a& —-a=0.

E evidente que se A é o dual de B, entdo B é o dual de A.

Teorema do principio da dualidade: Em uma algebra Boo-
leana qualquer (B,&,v,—,1,0), se uma formula A ¢ dedutivel das
propriedades (1) - (9), entdo o dual de A também ¢ dedutivel das
propriedades (1) - (9).

Demonstragiao: O dual de cada uma das propriedades (1) - (9)
¢ também uma propriedade: (1) e (2) sdo duais uma da outra, e
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também o s30 os pares (3) e (4), (5) e (6) e (7) e (8), e (9) é dual
dela mesma. Assim, se em uma demonstra¢ao de uma féormula A
trocamos cada formula por seu dual, o resultado continua sendo
uma demonstracdo (ja que propriedades sdo trocadas por pro-
priedades), mas esta demonstracdo é agora uma demonstragao
do dual da formula A.

Teorema: Seja (B,&,v,—,1,0) uma algebra Booleana qual-
quer. Para todo a,b,c € B, temos:

Ha&ka=0

iavli=1

iija&(avb)y=a

ivijav(a&b)=a

v)Seb&a=c&aeb& —a=c& —a,entdo,b=c

vijav(bvc)=(avb)ve

vila& (b&c)=(a&b)&c

viii) —(a v b) = —a & —b

iX) —|(a & b) =—av-—b

x)a Vv b=—(—a & —b)

xi)a & b =—(—a v —b)

xij)a& -b=0seesomentesea& b=a

xiii) =0 =1

xiv) =1 =0

xv)a&(-avb)=a&b

xvij)av(-a&b)=avb

Demonstracgio: Daqui para frente, fica a cargo do leitor identi-
ficar quais as propriedades e teoremas justificam cada passo da de-
monstragdo, e também, algumas passagens triviais serdo omitidas.

i)

a&0=
=(@&0)vo
=(a&0)v(a& —a)
=(a&—-a)v(a&)
=a&(—av0)
=a& —a

=0.

ii) é o dual de i.
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iii)

a&(avb)=

=(av0)&(avb)

=av(0&b)

=av(b&0)

=a v 0 (i deste teorema)

=a.

iv) € o dual de iii.

v)

b=

=b&l

=b & (av —a)

=(b&a)v(b&—a)

=(c & a) v (¢ & —a) (hipotese deste item)

=c & (av—a)

=c&l

=c.

vi) Usaremos v), trocando b por (a v (b v ¢)) e c por ((a v b) v ¢).
Veja que para tanto apenas precisamos mostrar que:

a)(av(bvec)&a=((avb)vc)&a

b)(av(bvec)&—-a=(avb)vcec)&—-a

Vamos mostrar a:

(av(bve)&a=

=a&(av(bvo))

= a (iii deste teorema)

((avb)ve) &a=

=a&((avb)ve)

=(a&(avb)v(a&e)

=a v (a & c) (iii deste teorema)

= a (iv deste teorema)

Assim (av (bvc))&a=((avb)vc)&a, demonstrando a.

Vamos mostrar b:

(av(bve) & —a=

=—-a&(av(bve))

=(-a&a)v(—-a&(bvrc)

=0v(—-a&(bvc)
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=—a&((bvec)

((avb)ve) & —a=

=—a&((avb)vcec)=

=(-a&(avb))v(-a&ec)

=(—a&a)v(—-a&b)v(-a&c)

=0v(—-a&b))v(-a&c)

=—a&(bvec)

Assim (av (bvc)) & —a = ((avb)vc)&—a, demonstrando b.

vii) é o dual de vi.

viii) Para provarmos que —(a v b) = —a & —b, usaremos o teore-
ma da unicidade do complemento. Assim precisamos mostrar que:

(avb)&(—a&—-b)=0e(avb)v(-a&—-b)=1,

Veja que:

(a\/b)&(—|a&—|b)=

=(—-a&—-b)&(avb)

=((—a&—b)&a) Vv ((—a & —b) &b)

=(@&(—a&—b))Vv(a&(—b&b))

=((a& —a) & —b) Vv (a& (b & b))

=0&—-b)v(@&0)

=0vO0

=0

(avb)v(—a&—b)=

=((avb)v—-a)&((avb)v-b)

=(—-av(avb)&(av(bv-b)

=((—ava)vb)&(avl)

=((av—-a)vb) &l

=(av—a)vb

=1vb

=bvl

=1

ix) € o dual de viii.

x) Por viii, —=(avb) = —a & —b. Logo ——(avb) = —(—a &—b).
Mas ——(a v b) =avbpelo corolario do teorema da unicidade do
complemento. Assim, avb=—(—a & —b).

xi) ¢ o dual de x.
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Xil)

9=

=a&l

=a& (bv-b)

=(a&b)v(a&—b).

Portanto a& —b=0 implicaa=a & b.

Reciprocamente, suponhamos que a = a & b. Entdo:

a& —b=

=0v (a & —|b)

=(a&—a)v(a & —b)

=a& (—av—b)

=a&—(a&b)

=a & —a (hipotesca=a & b)

=0

xiii)) Como Ov 1=1¢e 0 & 1 =0 obtemos —0= 1, pelo teorema
da unicidade do complemento.

xiv) ¢ o dual de xiii.

XV)

a&(—avb)=

=(a&—-a)v(a&b)

=0v(a&b)

=a&b

xvi) € o dual de xv.

7.5.2 A base binaria

Dado qualquer nimero natural B > 2, a notagdo:
aa, ;"d,3a,3 ,a

representa, na base B, o ntimero:
a- B+ a - B! +...+ a- B2+ a- B!+ a, B+ a B! +a,2 ‘B2+...
em que os coeficientes a, sdo algarismos tais que 0 <a < B. Cabe
ressaltar que a exigéncia a, < B se faz presente para que essa re-
presentagdo seja inica, pois caso contrario, admitindo a. > B te-
mos, pelo algoritmo da divisdo, que a =k - B+rcomk>1¢e
0<r<B, dai:

a - B+ a - B! +... + a - Bi+.--

[ a,” B2+al - B! +a0. BO'*‘ELI ‘B! +a72. B2+...

€ 0 mesmo que:
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an - Bo+ aﬂf . Bn—l 4o+ (ai+l + k) . Bi+1+ r- Bi+'-~

R az . B2+al . B1+a0. B0+371 . B—l +a,2' B—2_|_, ..
¢ a exigéncia a, > 0 também pode ser justificada por esse mesmo
motivo.

A base que nos interessa € a base B =2, chamada base binéria,
na qual computadores normalmente operam. Por exemplo, nessa
base o numero x = 1001.101 representa o nlimero:

1-2240-22+0-2'+1-2°+1-21'+0-22+1-273
ou seja, 9.625 na base decimal.

De modo geral, na base binaria, base 2, a notagdo
aa ---a,aaa a,-- deum nimero real qualquer representa:

a on 4 a ol 4 a 224 a, 214 a,’ 204 a, 271_,_372. 224...
coma, € {0,1}.

Dado um numero real qualquer numa base B, podemos escre-
vé-lo em uma base B', a partir de adequag@o conveniente de seus
coeficientes a. = 0,1,2,3,---,B — 1 e de uma poténcia adequada na
nova base B'. Nosso interesse neste texto ¢ a mudanca da base de-
cimal, a que frequentemente usamos, para a base binaria, a base
utilizada no processamento eletronico das informagdes.

Inicialmente consideremos o niimero inteiro a a_ ---a,a,a, na
base 10, ou seja o numero:

a-10"+a - 10""'+--+a -10°+a - 10"+a - 10°
o qual designaremos por n. O algoritmo da divisdo nos diz que
dados dois niimeros inteiros n € d, com d > 0, existem dois nu-
meros inteiros q e 1, Unicos, taisquen=q "d+r,com 0 <r <d.
Sendod=2etemosr=0our=1.

1

1

Assim:
n=q-2+r
e sendo q > 1, podemos escrever:
. . q= q1 24 1‘1
e assim sucessivamente obtemos:
q,=¢q,"2+r,
q2 = q3 ) 2 + r3

ou de forma geral:
qi - qi+1 2+ ri+1
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até obtermos q,, = 1, pois dai:
qi+l = 0 ) 2 + ri+2 com I-i4r2: 1

0=0-2+0
e a partir dai nenhuma novidade o algoritmo da divisdo nos apre-
sentara.

Dai:

n=q-2+r=(q,"2+r) 2+r=q, 2°+2" 1, +2°r=

(q2.2+r2) .22+2].r1+20.r:q2.23+22'r2+21-r]+20'r
e assim sucessivamente, para obter:
n:ri+2 . 21+2+”_+r3 - 23492 'I‘2+21'I'1 +20-¢

— 1.2i+2+”.+r3 .23+22 .r2+2] .r1+20.r

e desta forma a representacdo do numero n na base binaria é
Ir,, --rrrr

Este processo de conversdo de um niimero inteiro n para a
base decimal é conhecido como procedimento das divisdes su-
cessivas, o qual, resumidamente, consiste na divisdo do namero
n na base decimal sucessivamente por 2, armazenando, a cada
passo J, o algarismo do resto 1, at¢ que o quociente da divisao
seja igual a 0. O binario € constituido pelos coeficientes do resto
da divisdo, a partir do resto mais significativo r. para o menos
significativo 1.

Exemplo: A representagdo do ntimero 25 na base 2 é:
11001 =1-24+1-2°+0-224+0-2"+1-2°

pois:
25=12-2+1

12=6-2+0
6=3-2+0
3=1-2+1e

1=0-2+1
¢ desta forma temosr, = 1,r,=1,1,=0,r, =0er=1.

Quando o numero na base decimal possui somente a parte
fraciondria, a conversdo para a base binaria ¢ realizada pelo pro-
cedimento das multiplicagdes sucessivas. Este procedimento ¢
constituido dos seguintes passos:

a) Multiplicamos o ntimero fracionario por 2.
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b) Do resultado do passo a, a parte inteira ¢ o primeiro digito
binario.

¢) Do resultado do passo a, a parte fracionaria ¢ novamente
multiplicada por 2.

d) O processo continua até que a parte fraciondria seja nula.

Exemplo: A representagdo do niimero 0.1875 na base binaria é:

0.0011=0-2'+0-22+1-23%+1-2%*= (3j ’
assim obtida: 1610
0.1875-2=0.375 — parte fracionaria: 0.375 parte inteira: 0,
0.375-2=0.75  — parte fracionaria: 0.75 parte inteira: 0,
0.75-2=1.5 — parte fracionaria: 0.5  parte inteira: 1,
05-2=1.0 — parte fracionaria: 0 parte inteira: 1.
Quando o nimero possui parte inteira e parte fracionaria, ndo
nulas, aplicam-se os dois procedimentos acima descritos. Des-
sa forma, o numero 13.25 ¢ representado na base decimal por
1101.01.
Neste capitulo ndo apresentaremos exercicios sobre algebra
Booleana, pois, com certeza, este conteudo sera retomado em
muitas outras disciplinas da sua matriz curricular.

7.6 Exercicios propostos

1) Sendo A = {1,2,34,5} ¢ B = {6,7,8,9} verifique se
R = {(1,7),(3,8),(3,9),(5,6)} ¢ uma relacdo de A em B e em caso
afirmativo determine:

a) D(R)

b) Im(R)

¢)R!

d) D(RY)

e) Im(R™)

2) Sejam A =B = Z. Considere
R ={(xy) € NxN[x =y}
Verifique se R ¢ uma relagdo em Z e em caso afirmativo de-
termine:
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a) D(R)
b) Im(R)
¢) R

d) D(R™)
e) Im(R™)

3) Construir sobre o conjunto E = {a,b,c,d} relagdes R, R, R,
e R,, tais que:

i) R, € somente reflexiva

ii) R, € somente reflexiva e simétrica

iii) R, € somente simétrica e transitiva

iv) R, € reflexiva, simétrica e transitiva

4) Seja S a seguinte relagao:
S={(xy) € RxR[x -y € Q}
Mostre que S ¢ uma relag@o de equivaléncia.

5) Seja A=R. Seja S uma relagdo em A definida por:
S={(xy) € AxAlx=yj}
Mostre que S ¢ uma relag@o de equivaléncia.

6) Seja A =R e definamos a relagdo S em A por:
S ={(xy) € AxA[x*=y*}
Mostre que S ¢ uma relagdo de equivaléncia em A.

7) Em N considere a relagdo:
R ={(a,b) e NxNJa>b}
Verifique se R é uma relagdo de equivaléncia em N.

8) Entre as relagoes dos exercicios 4, 5, 6 ¢ 7, qual(is) é(s2o)
antissimétrica(s)?

9) Seja A=R e seja S arelagdo em A, definida como no exer-
cicio 6. Determine todas as classes de equivaléncia de R e R\ S.
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10) Verifique se as relagdes dadas nos exercicios 1 e 2 sdo
aplicagoes de A em B, e em caso negativo, explique o(s) moti-
vo(s).

11) Verifique se as relagdes dadas nos exercicios 4, 5, 6 ¢ 7 sdo
aplicagdes em A, e em caso negativo, explique o(s) motivo(s).

12) Sejam E = {a,b,c} e F = {a,b,c,d} e considere as relacdes:

a) R = {(a,a),(b,a),(c,a)}

b) S = {(a,a),(b,b),(c,c)}

¢) T = {(a,a),(b,b)}

Verifique quais sao aplica¢des. Quando sim, verifique se € in-
jetora ou sobrejetora. E possivel determinar uma aplicagio de E
em F bijetora? Por qué?

13) Sejam A =R e a aplicagdo f: A — A dada por f(x) =2 " x.
Verifique se f ¢ bijetora e em caso afirmativo determine f .

14) Em cada caso abaixo, considere a operacdo * sobre E e
verifique se a mesma € associativa, se € comutativa, se possui
elemento neutro em E e determine os elementos de E que pos-
suem simétricos nessa operacao:

X
a)E=R*e x*xy=—

b)EZNex*yZm}i,n(x,y)
¢) E=Rex *y=max(x,y)
d) E=Zex *y=mdc(x,y)
e) E=Nex *y=mdc(x,y)
) E=Zex * y=mmc(x,y)
g) E=Nex *y=mmc(x,y)

15) Em cada caso abaixo, estd definida uma operagdo em
ZxZ. Verifique se a mesma ¢ associativa, se € comutativa, se
existe elemento neutro e determine os elementos simetrizaveis
(inversiveis):

a) (a,b) * (c,d)=(a " c,0)
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b) (a,b)A(a,b)=(a+c,b+d)

16) Construa a tdbua da operagao de composigao de fungdes em

a b c d b d
c a

a b c d a b c d
f, = ef, = .
3 c d a b d a b ¢
17) Sendo e = {a,b,c,d}, a partir de cada tabua a seguir verifi-

que se * € comutativa, se existe elemento neutro e quais elemen-
tos sdo simetrizaveis:

a)
* a|b|c | d
a|c|d|a]|6b
b | d| ¢ b a
c a|b|c|d
d | Db a d c
b)

18) Mostre que GL,(R) = {A € M,(R)|det(A) # 0}, com a
operacao de multiplicagdo de matrizes ¢ um grupo nao abeliano.
(GL,(R),") ¢ um subgrupo de M,(R)?
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cosa sena
19) Mostre que H = |a € R ; com a operagédo
—sena cosa
", de multiplica¢do de matrizes, ¢ um subgrupo de M, (R).

20) Construa a tabua para S,, o conjunto de todas as permu-
tagdes de 2 elementos e sendo * a operagdo de composi¢dao de
permutagdes verifique se (S,,*) € um grupo abeliano.

21) Seja G o conjunto das aplicagdes f,;: R — R da forma
f,(x)=a x+b,comaeb reais ¢ a# 0. Mostre que (G,°) ¢ um
grupo, mas ndo ¢ um grupo abeliano, onde “°” ¢ a operacdo de
composi¢do de fungdes.

22) Mostre que (M,(R),+,") € um anel. E comutativo?
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GABARITO

Gabarito dos exercicios propostos

1. Céalculo Proposicional
1)
i)
a) Jodo ¢ bom aluno ou ¢ estudioso.
b) Jodo é bom aluno e ¢ estudioso.
¢) Jodo € bom aluno ou nao ¢ estudioso.
d) Jodo nao é bom aluno e ndo ¢ estudioso.
e) Nao ¢ verdade que Jodo nao ¢ bom aluno.
) Se Joao ¢ bom aluno entdo ¢ estudioso.
g) Jodo € bom aluno se e somente se ¢ estudioso.
h) Nao ¢ verdade que Jodo ndo ¢ bom aluno e ndo ¢ estudioso.
i)
a)pA-q
b)qvp
c)p—>q
d)-(prq
e)p<>q
-9
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2) Nesta resolugao foi considerado que reprovado é o oposto
de aprovado, ndo existindo uma terceira opgao.

a) Jodo ndo ¢ bom aluno ou ndo ¢ estudioso.

b) Jodo € bom aluno ou ¢ estudioso.

¢) Jodo ndo € bom aluno e nao ¢ estudioso.

d) Jodo ¢ bom aluno e néo ¢ estudioso.

e) Jodo € estudioso.

3)

avlipr-q=V
b)vi(pv-q=V
c)vi-paq)=F
d)vi-pAr-q=F
e)vl-pxv-q) =V
HvipAa(G-pvq)=F
g Vi(-p>q=V
h)yvli-q—>p)=V
Dvl-pe>q =V

4)
a)vl(p)=Vouvl(p)=F
b) vi(p) =F

c)vl(p)=V

d) vi(p)=F

e) vi(p) =F

f) vi(p) =F

5)
a)vl(p)=Fevl(q=Vouvl(p)=Fevl(q)=F
b) vi(p)=Vevl(qQ=Vouvl(p)=Fevl(q)=F
c)vlilp)=Vevl(qQ=V

d)vilp)=Fevl(q =V

6)
) VipA(-q—> (rApy))=F
bviipeqv(@—>-p)=V
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OVl(-pvr)—>(@—>p)=V
DVI((p>9Ap)>-p=V
evillpo>r)vq=V

7)

a) Antecedente: chuva continuar;
Consequente: o rio transbordar.

b) Antecedente: chave central desligada;
Consequente: falha na rede elétrica.

¢) Antecedente: abacates maduros;
Consequente: cremoso € macio.

d) Antecedente: gato saudavel;
Consequente: boa dieta.

8)

a)

pla (pva) <> (qvp)
\ARY \%

V|F \Y%

F|V \Y%

F|F A

Tautologia

b)

Pla (PxvAr(-pA-q)
\ARY F

V|F F

F|V F

F|F F

Contradi¢do
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¢)
pla P @va)
V|V A\
V| F v
F|V F
F|F \%
Contingéncia
d)
P|d (P> A —>p)
V|V \%
V| F \%
F|V F
F|F v
Contingéncia
¢)
pP|q (pvq) > (par-q)
V|V F
VI F F
F|V F
F|F Vv
Contingéncia
f)
K (-p—(pxvq)
\"ARY \%
V|F A%
F|V \%
F|F F

Contingéncia
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g)

(pxvq) < (q—>p)

F

\Y%

mi<i<|o
<|m|<|a

F

F|F F

Contingéncia

h)

pl...| (p>-

p)

v F

F F

Contradi¢ao

—
N—

[

(pA(@vD) e ((PAQ Vv (pATD))

o m | < << <o
<|m|m|m|m<|<|e

<|ml|<|m|Tm(<|m|<

F|V

< << <I<I<<|<

Tautologia

1)

(P> —>(p—>1)—>((—0))

A%

| << e

i< <|i<|I<|
|| < | <

<|<|<|<
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F|F|V \%
F|V|F \%
F|V|V v
Tautologia
k)
pla (PA-(Pxvq)
VIV A"
V| F F
F|V F
F|F F
Contingéncia
D
pla (pxvg) = (-q—>p)
V|V \'%
VI|F v
F|V v
F|F \'%
Tautologia
m)
p|a (p—>q < (-pva)
V|V \'%
V| F \%
F|V \%
F|F \"

Tautologia
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n)

pPla (P> —>(-q—>-p)
\ARY \Y

V|F \%

F|V \Y%

F|F A

Tautologia

0)

plajr (P> (@xv))<>(pPArqV(p—1)
VIV|V F

V|V|F \

V|F|V \

V|F|F \%

F|F|F A

F|F|V A

F|V|F A

F|V|V \Y%

Contingéncia

p)

P9 (p>e-(PpAr-q)
\ARY \Y%

V|F \%

F|V A

F|F A

Tautologia

q)

pPla (A9 —>(-q—-p)
\ARY A

V|F \Y%

F|V \Y%
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[ElF] [V |
Tautologia

r)

plq|. |((@e(@—>p)—p)
V|V \%

VI|F v

F|V v

F|F A"

Tautologia

9)

a) (p <> - p) € contradigdo.

b) ((p = q) = (- ¢ — - p)) é tautologia.
¢) ((p A q) = (-q— - p)) é tautologia.
d) (pxv q) A (-p A -q)) é contradigao.

10)

a)(pA(pvQ)eqp

b) ndo ocorre nada.
)((PAr(P—>q) Fq
d)(pvprqg)eqp

e)p F(p—>q—>q
HP—>qeq(-pvq)

g pP—>q F(@>n—>@p-r)
h(peogeq((prqvi-par-q
Dp—>9eq(-p—>9—>9q
D@—>peq(-qvp)
Ky(pv(gvn)eq((qv(pvr)vp)
Dp—>q@eq-pAr-q
m)(pvqgleq(-p—q)

n) ((pAP—>9) Fq

o) (pxvaA-q |p
p)(p<>qeq(q<>p)
PPeqeq(-pe-q
Npvaeq-(-pAr-q)
s)(prq)eq-(-pVv-q)
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2. Construcao e simplificacdo de formulas e formas normais

1)
p.

2)
q.

3)

a) Tautologia.
b) Tautologia.

c¢) Contingéncia.
d) Tautologia.

e) Tautologia.

f) Contradicao.
g) Contingéncia.
h) Contradicao.
1) Contradigao.

3. Regras de inferéncia ou regras de deducio

1)
a)
4)-C MP 1,2
5)A MP 3, 4
b)
@) -A MP 1,2
(5)C MP 3, 4
c)
@) C MP 2, 3
(5)--C DN 4
©6)-A MT 1, 5
d)
(3)B S1
@) A MP 2,3

(5)BAA A3,4
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S1
MP 3, 4
DN'5
CL2
TP 6,7

DS 1,2,3
LI5
Al,6

HS 1,2
DN 3
MT 5, 6
TP 4,7
CLS8
S9

e)
@C
(3B
(6)--B
(7HY'BVvA
®)A
f)
5)CvC
(6)C
(M CA(AvB)
g
S)A—-C
6)--C
(7 -A
®)EAD
9 DAE
(100D
h)
3)-Da--C
“4)--C
S)-C>BVA-CO)A(BVvA—>-0)
(6)BVA—-C
(7)-(BVvA)
8)-BAa-A
9)-AA-B
32)

a) Consistente.
b) Consistente.
¢) Inconsistente.
d) Consistente.
e) Inconsistente.

DL2
S3
LB 1
S5

MT A4, 6

DL 7
CLS8
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4. Calculo de Quantificadores
1)
a) V(x)(E(x) — I(x))
b) IX)I(x) A E(X) A M(X))
¢) V(x)(M(x) — E(x))
d) V(x)M(x) = E(x) A I(x))

2) Veja que a formula dada significa “existe um inteiro positi-
vo tal que todo inteiro menor que ele é ndo positivo”. Sejax =1,
entdo, x € positivo € qualquer inteiro x, menor do que x € menor
ou igual a zero, de modo que o valor loégico da proposigdo ¢é ver-
dade. Para a segunda interpretacdo, suponha que A(x) significa
que “x € par”, B(x,x,) que “x <x;” ¢ C(x,) que “x,€ impar”, a
afirmacao ¢ falsa porque ndo existe um inteiro par com a proprie-
dade de que todos os inteiros maiores sdo impares.

3)
a) Sejam:
F(x) representando “x é um numero par’”;
a representando “10”’;
M(x) representando “x ¢ multiplo de 2”.
Assim F(a) traduzira “10 € um numero par” e M(a) significara
“10 € multiplo de 2”.
O argumento pode ser formalizado da seguinte maneira:
V(x)(F(x) >M(x))
F(a)

M(a)

Note que foi usada a regra de inferéncia Modus Ponens, tam-
bém foi feita a substituicdo da variavel individual x, pela cons-
tante individual a que significava “10”, nas letras funcionais F e
M, que tinham as duas a mesma variavel.

b) Sejam:

D(x,,x,) representando “x, € divisor de x,”;

a, representando “10”;

a, representando “207;

a, representando “5”.




Calculo proposicional 215

Assim D(a,,a ) representard “5 € divisor de 10” e D(a,,a,) re-
presentara “5 ¢ divisor de 20”.
O argumento pode ser formalizado da seguinte maneira:
V(x)(D(x,a,) = D(x,,a,))
D(a,a))

D(a,.a,)

A regra de inferéncia usada foi Modus Ponens, e também foi
feita a substituigdo da variavel individual x, pela constante indi-
vidual a, que significava “5”.

¢) Sejam:

A(x) representando “x é um ator”;

a representando “Augusto”;

R(x) representando “x gosta de representar”.

Assim, A(a) traduzird “Augusto ¢ um ator” e desta forma -
A(a) traduzira “Augusto ndo € um ator”, e R(a) significara “Au-
gusto gosta de representar” implicando que - R(a) significara
“Augusto ndo gosta de representar”.

O argumento pode ser formalizado da seguinte maneira:

Vx)(AX) = R(x))
-R(a)

-A(a)

Note que foi usada a regra de inferéncia Modus Tollens. Tam-
bém foi feita a substituicdo da variavel individual x, pela cons-
tante individual a que significava “Augusto”, nas letras de predi-
cados A e R, que tinham as duas a mesma variavel.

5. Introducao a Teoria dos Conjuntos
1) Nao.
2) Todos.
3) Os conjuntos dos itens a, b e c.

4) Nenhum.
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5) Os conjuntos X e Y.
6) A afirmagao do item a ¢ verdadeira e a do item b ¢ falsa.
7) Observe que 3 pertence a A, mas 3 ndo pertence a B.

8)
PA)= {11,020, (3L (441120, {131, {141,023}, 241,341,
(1231,{1241,{1341,234LA.01 |

PB) = {{1},{2.3}, {4}, {1, {23} 1, {14}, {23} } 4}, B{ } ).

9)

a) X=CouX=E

b) X=DouX=E

c) X=AouX=BouX=D.

10)

a) Y c X é verdadeira.
b) W = Z ¢ verdadeira.
¢) Z o'V é verdadeira.
d) V < X ¢ falsa.

e) X =W ¢ falsa.

f) W c Y é falsa.

11)

a)Au C={ab,c,de,fg}
b) BN A= {a,c.e}

c) C\B = {b,f}

d)Bcu C={b,de,fg}
e) CCn"A={ac,d}

) (ANC) = {befg}

g) (A\BY)“ = {b,d,f.g}
h) (AN AS=U

12)
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a) (AC A B
b) (ACU BOYC

13)

a) A= {5,6,7,8,9}
b)ANC={3,4}

) (AN C)°={1,2,5,6,7,8,9}
d)AUB={1,2,34,6,8)

e)B\C= {28}

14)

a)

U
A=AB
b)
U
A\B
c)
‘ U
\

A\B
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6. Algebra Superior e dlgebra Booleana

1)
R ¢ uma relagdo, pois R < AxB.
a) D(R) = {1,3,5}

b) Im(R)=B

) R = {(7,1),(8.3),(9.3),(6,5)}
d)D(R")=B

e) Im(R) = {1,3,5}

2)

R ¢ uma relagao, pois R < ZxZ.
a)D(R)=Z

b) Im(R)=Z

¢c)R'=R

d)DR"Y=2Z

e) Im(R)=Z

3)

R, = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(b,c),(c,b)}

i) R, = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(b,a),(b,c),(c,b) }
iii) R, = {(a,b),(b,a),(a,a),(b,b)}

iv) R, = ExE

Outras respostas sdo possiveis.

7) R ndo ¢ relagdo de equivaléncia.
8) A relagdo R do exercicio 7 e a relacdo R do exercicio 9.

9)
0= {O}e para qualquer x € R* temos que X = {X,—X} e
R\S = {{0}, {x}|x e R"}.

10)
1) R ndo ¢é aplicagdo pois D(R) # A e 3R8 e 3R9.
2) R ndo ¢ aplicagdo pois, por exemplo, I1R2 e 1R3.
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3) R ¢ aplicacao.

1)

A relagdo do exercicio 6 ndo ¢ aplicagdo, pois, por exemplo,
§R1 e §R2.
2 2

A relagdo do exercicio 7 € aplicagao.

A relagdo do exercicio 8 ndo ¢ aplicagdo pois por exemplo
IS—1elSI.

A relagdo do exercicio 9 ndo ¢ aplicagdo pois por exemplo
IR1 e IR2.

12)

R e S sdo aplicagdes. S ¢ injetora. Nao € possivel determinar
uma aplicacdo bijetora de E em F pois o numero de elementos de
E ¢ diferente do niumero de elementos de F.

13)

fé bijetorae f'(x) = % :
14)

a) Nenhuma.

b) Associativa, comutativa.
¢) Associativa, comutativa.
d) Associativa, comutativa.
e) Associativa, comutativa.
f) Associativa, comutativa.
g) Associativa, comutativa.

15)

a) Associativa, comutativa.

b) Associativa, comutativa, elemento neutro: (0,0). Elemen-
tos simetrizaveis: {(x,y)|x,y € Z}.
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16)
SRR EEE
e EEE
NN ERE
f3 f3 f4 f1 f2
R
17)

a) * ¢ comutativa, possui elemento neutro ¢ ¢ os elementos
simetrizaveis sdo a, b d.
b) O elemento neutro é b e o Gnico elemento simetrizavel € b.

20)

. 1 2 1 2
Seja S, = (a,,0,} em que o, = e, = . Te-

mos que:

ao*o"l: 2 %k
1 2 1 2 1 2

al*(xoz %k = 20“1
2 1 1 2 2 1

1 2) (1 2) (1 2
a’l*(x‘lz * = :ao

2 1) 21 1 2

. (1 2}*(12 (1 2]
o o, = = =Q
o0 2) 1 2) o2 0

Logo a tabua solicitada ¢é:

—_

* o o

Oy a, a,

o o %
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(S,, *) € um grupo, pois * € associativa, o, € o elemento neutro
ea,=0a,,0'=a.Comoa *a =a *a temos que (S,,*) € grupo
abeliano.
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